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Quand on a à résoudre un problème de Mécanique, on peut le 
faire en employant des considérations géométriques ou l’on peut 
se servir exclusivement de raisonnements analytiques. Le géomètre 
doit savoir démontrer toutes les propriétés élémentaires de la Mé- 
canique à la fois des deux manières; mais, quand il s’agit de ques- 
tions difficiles et qui exigent de longs calculs, il a presque toujours 
avantage à n’employer que l’ Analyse. Cette méthode permet aussi, 
quand on ne peut résoudre une question exactement, de juger 
mieux ce que l’on néglige et d'obtenir toute la précision que l'on 
désire. 

Les raisonnements géométriques et mécaniques ont souvent 
l’avantage d’être plus faciles pour les esprits qui ne sont pas très- 
familiarisés avec l'Analyse; ils sont aussi quelquefois pour tous 
plus intuitifs. Mais, pour ceux qui sont versés dans l’ Analyse, il y 
a un certain intérêt à traiter toutes les questions d’une manière 
plus uniforme et en s'appuyant sur un nombre beaucoup moindre 
de principes. | 

Au reste, le Traité très-complet de Mécanique de M. Resal est 
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conçu sur le premier plan; il ma semblé utile de faire un Traité 
de Dynamique sur le second plan. 

Quand la seconde édition de la Mécanique analytique de La- 
grange parut au commencement de ce siècle, elle était une œuvre 
accomplie; mais Poisson, Hamilton, Jacobi et d’autres géomètres 
ont apporté depuis sur cette matière des travaux importants. A la 
vérité, M. Bertrand a mis au Traité de Lagrange d'excellentes 
Notes pour le mettre au niveau de la Science; mais ces découvertes 
étaient assez importantes pour qu'on désirât fondre les nouveaux 
résultats avec les anciens, et c’est ce qui m'a déterminé à composer 
l'Ouvrage actuel. On peut juger des résultats dont la Science s'est 
enrichie sur cette matière depuis Lagrange, par la seule Section IF, 
consacrée à des travaux qui datent déjà de plusieurs années. 

Le Livre que je publie, comme son titre l'indique, ne renferme 
pas la Statique, il ne renferme pas non plus l’'Hydrodynamique ; 
cette limitation du sujet a pour effet d'ajouter à l’uniformité de 
l’'Ouvrage. Ces parties de la Mécanique se trouvaient dans le Traité 
de Lagrange; mais, d'autre part, les Sections IT, V, VI, VIII, IX 
renferment des questions qui sont presque entièrement en dehors 
de la Mécanique analytique; la Section VII renferme aussi beau- 
coup de résultats qui ne se trouvent pas dans le même Ouvrage. 
Quant à ce qui m'appartient, cela importe peu au lecteur et, 
d’ailleurs, je l'ai indiqué dans le corps de ce Livre pour les choses 
principales. 


DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


SECTION I. 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE DYNAMIQUE. 


PRINCIPE DE D'ALEMBERT. 


1. Toute la science de l’équilibre est fondée sur le principe des 
vitesses virtuelles: Imaginons un système quelconque de points maté- 
riels, sollicités par des forces et assujettis à telles liaisons qu'on vou- 
dra; supposons qu’il éprouve un déplacement infiniment petit compa- 
tible avec ces liaisons; on nomme vitesse virtuelle d'un quelconque de 
ces points le déplacement de ce point dans ce mouvement, et moment 
virtuel de la force appliquée à ce point le produit de cette force par la 
projection de la vitesse virtuelle sur la force, ce moment étant pris 
positif ou négatif, suivant que la vitesse virtuelle a sa projection sui- 
vant la direction de la force ou suivant son prolongement. Cela posé, 
le principe des vitesses virtuelles, énoncé pour la première fois dans 
toute sa généralité par Jean Bernoulli, est celui-ci : 


St un système quelconque de points sollicités par des forces est en équi- 
libre, et que l'on imagine un déplacement infiniment petit de ce système 
compatible avec les liaisons auxquelles ce système est assujetti, la somme 
des moments virtuels de toutes les forces est nulle. Réciproquement, si 
cette condition est remplie pour tous les déplacements virtuels, le système 
est en équilibre. 


Suivant certains géomètres, ce principe doit être admis sans dé- 
monstration. Mais ce principe n’est pas évident par lui-même, et il 
, I 
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paraît plus diflicile encore de le regarder comme tel quand on songe 
qu'il ne s’est présenté à Jean Bernoulli que par induction et longtemps 
après qu’il eut été démontré dans plusieurs cas particuliers. D'ailleurs 
ce principe, dont la démonstration a occupé Lagrange, Laplace, Four- 
rier, Ampère, Poisson et Poinsot, est aujourd’hui prouvé rigoureuse- 
ment dans plusieurs Traités de Mécanique, et, en tous cas, si l’on trou- 
vait que sa démonstration laissät encore à désirer en quelque point, il 
vaudrait mieux accepter ce point comme axiome que le principe même 
des vitesses virtuelles. 

‘Si donc nous ne donnons point ici cette démonstration, ce n’est pas 
parce que nous ne la jugeons pas nécessaire, mais parce que nous la 
supposons connue. 

Remarquons que le moment virtuel de la résultante R de plusieurs 
forces F, appliquées à un point, est égal à la somme des moments vir- 
tuels de ces forces. En effet, il y a équilibre entre les forces F et la 
force R égale et contraire à R; done la somme des moments virtuels 
des forces F et R est nulle, et, comme le moment de R’ est égal et de 
signe contraire à celui de R, le moment virtuel de R est égal à la somme 
de ceux des forces F, D’après cela, si nous désignons par mX, mY, mZ 
les composantes suivant trois axes rectangulaires de. la force qui agit 
sùr la masse #2 située au point (æ, y, 3), et que nous représentions par 
òx, dy, ds les variations de ses coordonnées, c’est-à-dire les composantes 
de la vitesse virtuelle de ce point, nous aurons pour le moment de 


cette force 
m(Xôx + Yôy + Zôz): 


nous aurons donc pour l'équation des vitesses virtuelles 
Zm(XGx + Yôy +223) —0, 
le signe sommnatoire X s'étendant à toutes les masses m du système. 


2. Supposons ensuite un système quelconque de points en mouve- 
ment et soumis à des liaisons quelconques. Soit mP la force totale qui 
agit sur un point m de ce système, et soit mR la force qui produit son 
mouvement à cause des liaisons; appliquons au point m la force mR 
et une force mR, égale et contraire, ce qui ne changera rien au mou- 
vement, Donc les forces mP et mR, se font équilibre en vertu des liai- 
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sons, puisque, des effets des trois forces mP, mR, mR,, il ne reste que 
celui de la force mR. 

Donc si, dans un système quelconque de points en mouvement et soumis 
à des liaisons, aux forces qui agissent réellement sur chaque point on 
ajoute des forces égales et contraires à celles qui produisent li mouye- 
ment, le système est en équilibre. 

Tel est le principe auquel on donne généralement le nom de d’Alem- 
bert, et qu’on peut présenter d'une seconde manière. 

En effet, toutes les forces telles que mP et mR, se font équilibre. 
Soit mQ la résultante de mP et de mR,; mP est la résultante de mR 


et mQ, et par conséquent, puisque mP est la force appliquée au point mguard, Lo 
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/ 
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etmR celle qui produit son mouvement, mQ peut être appelé la force o 


perdue à cause des liaisons, et, d’après ce que nous avons vu ci-dessus, 
toutes les forces mQ se font équilibre. 

On appelle quantité de mouvement d’un corps le produit de sa masse 
par sa vitesse, et la quantité de mouvement produite par une force 
dans un instant z est de même direction que cette force et égale à cette 
force multipliée par t. Nous arrivons donc à ce nouvel énoncé : 


Il y a équilibre entre les quantités de mouvement perdues à chaque 
instant par tous les points du système, par suite des liaisons. 


Remarquons que la force égale et contraire à mQ est la force qui 
équivaut aux liaisons qui agissent sur la masse m; remarquons aussi 
que la vitesse de m, qui aurait lieu sans les liaisons à la fin de lin- 
stant 7, est la résultante de la vitesse a qui précède cet instant et de Ja 
vitesse Pr dirigée suivant la force P, et que la vitesse de m, qui a 
effectivement lieu à la fin de l'instant +, se compose de la vitesse a et 
de la vitesse Rz dirigée suivant R. 

Le second énoncé du principe qui précède est celui même qui a été 
donné par d’Alembert dans son Traité de Dynamique, publié en 1743; 
il est plus simple que le premier, mais il se prête moins facilement aux 
applications, et c'est pour cette raison qu'on a l'habitude d'adopter le 
premier énoncé. Il n’est pas sans intérêt de reproduire l'explication 
donnée par d'Alembert de son principe : 

« Soient A, B, C, … les masses qui composent le système, et sup- 
` posons qu’on leur ait imprimé les vitesses a, b, ¢. .... mais qu'à cause 
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des liaisons elles prennent les vitesses a’, b', c, .... Il est clair qu'on 
peut regarder la vitesse a imprimée au corps À comme composée de la 
vitesse a’ et d’une autre x; de même, la vitesse b imprimée au corps B 
se compose de D’ et d'une autre vitesse 8, et ainsi pour les autres 
masses. Or, par hypothèse, les masses A, B, C, ... ont pris les vitesses 
a', b', c', ...; donc les vitesses «, 8, ... ne produisent aucun mouve- 
ment, et, par suite, si elles agissaient seules respectivement sur A, B, 
C, …, elles laisseraient le système en repos. » 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT. 


3. Prenons un système d’axes de coordonnées rectangulaires, et dé- 
signons par mX, mY, mZ les composantes suivant ces trois axes de la 
force totale appliquée au point dont la masse est m et dont les coor- 
données sont v, y, z. L'accélération du point m a pour composantes 


2A ET d'z 


IS axes 7 
suivant ces troi T° dé 


> ¿ étant le temps, et eu multipliant 

ces expressions par es masse m du corps, on aura m T2, m7, mL? 
P P p de a ir 

pour les composantes de la force qui sert à mouvoir le corps m. D'a- 


près le principe de d'Alembert, il doit y avoir équilibre entre les 


d? y dar d'z 3 
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3 
Te dé 1 
donc dx, dy, ds désignent les composantes du déplacement de m dans 
un mouvement infiniment petit du système compatible avec les liaisons, 
on a, d’après l'équation du n° 1 


(1) Xfm x- re me) op + m ( - F) jars 


le signe sommatoire X s'étendant à tous les points matériels du sys- 
tème. On peut encore écrire ainsi cette équation 


dx d'y d'z 
(2) Ÿm (Te osit 73 dy + Ga d) = m(X dx + Y or +285). 


dx 
forces mX, mY, mZ et les forces — m -— 


Supposons que les liaisons s’expriment au moyen de r équations entre 
les coordonnées des corps 


(3) on S à à“ :) R a ES 0 
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les variations dæ, dy, ds satisferont aux équations linéaires suivantes, 
obtenues par la différentiation des précédentes : 


df, df,., afs aa dfi PROAR z 
r E r A de à rt 
df; + pio PELIN pih $ ve 
dæ Gi dy y dz dæ, ozi dy, CG 


(æ, y, 3), (Xis Yis 31), -~ étant les coordonnées des masses m, m,, … 
du système. 

Si l’on tire de ces r équations les valeurs de r des variations dx, 
dy, .. pour les porter dans l'équation (1), elle restera linéaire par 
rapport aux 3z — r variations restantes, et qui seront complétement 
arbitraires, z étant le nombre des points du système. L'équation obte- 
nue devant donc avoir lieu quelles que soient ces variations, le coeffi- 
cient de chacune d'elles sera nul séparément, ce qui fournira 37 — r 
équations. En les joignant aux équations (3), on aura autant d’ équa- 
lions que de coordonnées à déterminer. 

Si nous multiplions par des quantités indéterminées },, As, À, … les 
équations de liaison différentiées, et que nous les ajoutions ensuite à 
l'équation (1), nous pourrons profiter de l’indétermination de ces mul. 
tiplicateurs pour égaler à zéro les coefficients de r variations, ce qui 
déterminera ces multiplicateurs; et, comme les variations restantes 
sont arbitraires, on pourra aussi égaler à zéro les coeflicients de ces 
variations. En égalant donc à zéro les coeflicients de toutes les varia- 
tions, on aura les 3x équations 


Si ee + mXx +h e M + re UNS 
dy i If; 
m JE SR RE e EE 0, 
d'z df, df: r3 
m Ta + mZ ITE HAUT .=0) 
dz df. …, df, 
— M, e EMEA PATE EN Io ..= 0, 


On voit donc que les équations du mouvement resteraient les mêmes 
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si l’on supprimait l'équation de condition f, = o et Nr ajoutät au 


point m une force dont les composantes sont À, sf phg A xis au 


point m, une force dont les composantes sont À, va À m » À S, 
et ainsi de suite. Done ces forces sont la mesure 4 efforts produits 
sur les corps m, m,, .. par la liaison exprimée par l'équation f, = 0, 
et l’on peut en dire autant des autres équations (3). 

Si le système de points matériels est libre, en sorte qu'il n'existe pas 
d'équations de condition entre les coordonnées de ces points, les 
quantités dæ, dy, dx, ..: sont complétement indépendantes, et l'on a 
ces équations 


TD zam, mj =F Ae m e 
Te dy d'z, | 
mM, gA iT mX, m Se ni: MT = Nu Zi; 


4. Examinons le cas où les forces qui agissent sur le système tendent 
vers des centres fixes. Soit P une de ces forces appliquée au point m et 
dirigée vers le point (a, b, c); enfin soit p la distance de ces deux 
points. Il est clair que le moment virtuel de P est — P òp, en sorte 
que l’on peut poser, en désignant par mX, mY, mZ les composantes 
de P, 


(4) m(X dx + Y dy + Zôz) — — Pòp. 


D’après cela, si P, Q, ... sont des forces qui agissent sur les points m, 
m,, Ma, … du système et dirigées vers des centres fixes distants de p, 
QG», ON à 


ZE m(X dx + YÒY +Z0z) = — Pôp — Qùq —.... 
Il est d'ailleurs aisé d'obtenir l'équation (4) par un changement de 


variables. En effet, les composantes de la force P suivant les trois axes 
de coordonnées sont 


mXEPÈEE, MY = + CASE 
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SI 


or on a | 
Para #0 (et 
ES + CP. EALER 3 Ref) 
TR CAE De AU RE 
on a donc 


p3 dp TE dp if h 
mX=—P EE mz= P—, 


et l’on en déduit par suite l'équation (4). 

P étant une fonction de p, Q une fonction de g, etc., si l’on désigne 
par P’ une autre fonction de p, par Q’ une autre fonction de g, on peut 
poser 


_ db, __ dQ 
rude 
et il en résulte 
rl ORNE TER MEN à 
MX = 7 da À: TRE Faire 
et 
Zm(Xôx + Yôy + Zez) = — àP'— 8Q'— 


5. Supposons ensuite qu’il y ait des forces provenant d'attractions 
mutuelles entre les points du système. Il faudra d'abord nous servir du 
principe de la réaction égale et contraire à l’action, donné par Newton, 
et qui peut s’énoncer ainsi : Si un point matériel m exerce une action 
sur un autre point m,, elle sera dirigée suivant la droite qui les joint, et, 
de plus, le point m sera sollicité vers le pointm, par une force égale et con- 
traire à la première. 

Concevons d'après cela que les deux points m et m, soient sollicités 
l’un vers l’autre par la même force F et séparés par la-distance /. 
Soient e, e, les projections des vitesses virtuelles de m et m, sur f; les 
moments virtuels des deux forces F sont Fe, Fe,; or e + e, représente 
la diminution de la distance /; donc la somme des moments virtuels 
des deux forces F est — F of. 

On peut encore obtenir cette expression de la manière suivante. La 
force F, qui tire m vers m, a pour composantes 


vi- ZT à Ka 


X=F mY=F Y, a 9 ms 
ANT HE: T PUY 
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Orona 
J= (z — az} + (yy) (3—3), 
= (8z — de) + = aray) E (8z — d2,), 


et il en résulte l'équation 
— Fèf=mX(ûx — dx,) + mY (ðy— dy.) + mZ(ôz — dz,), 


où le second membre représente bien la somme des moments virtuels 
des deux forces F. 

Si l’action entre les deux masses m et m,, au lieu d’être attractive, 
était répulsive, il faudrait remplacer le moment — F òf par + Fo. 

Posons 

ILE FA par suite, — Fòf=— òt; 

l'attraction mutuelle entre deux points quelconques du système don- 
nant, dans le second membre de l'équation (2), de semblables termes 
— ð'— ðP”— ..., si l’on suppose que toutes les forces qui agissent sur 
le système proviennent d'attractions vers des centres fixes et d’attrac- 
tions mutuelles, on aura pour cette équation 


dx Ë y- Bar Na s A ako al aA 
Dm (Te A + de) = = ap" 29. do — D"... 
Si l’on pose 
U=—(P'+Q'+ ..+p4+ +...) 
on aura 
(5) D n (Te ox Ho èz) =a0. 


La quantité U s'appelle foncuon de forces et, plus généralement, toutes 
les fois que le second membre de l'équation (2) 


Zm(Xôx + Yôy + Zôz) 


est une différentielle exacte JU, on dit que U est la fonction de forces. 
Si l'attraction entre les points m, m,, Ma, ... a lieu en raison inverse 
du carré de la distance, on a, pour la force qui s'exerce entre m et m, 
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~ mm . A mm . Q 
F= F` il en résulte — Fò% = ð -F> et la partie de la fonction de 
. . mm 
forces relative aux attractions mutuelles sera > p 
Si l’on suppose une force constante dont les composantes soient À, B, 
. C, agissant sur le corps m dont les coordonnées sont æ, y, z, la partie 
correspondante de la fonction de forces sera Aæ+By + Cz. On a un 
exemple d'une telle force dans la pesanteur; car, si un corps se déplace 
à la surface de la Terre, le centre d'attraction étant très-éloigné, lin- 
tensité de la pesanteur et sa direction peuvent ordinairement être re- 
gardées comme constantes sur ce corps. 
Si le système est libre, toutes les variations dæ, dy, dz sont indé- 
pendantes et l'équation (5) revient aux suivantes : 
m LE = 0, dre dU iy des dU 
dt ~ dx’ dë dy du dz’ 
i dx, _ dU 
dt dx 


PROPRIÉTÉS RELATIVES AU CENTRE DE GRAVITÉ. 


6. Imaginons d’abord un système de points matériels entièrement 
libre. Nous aurons les équations du n° 3, 


(a valai are d'z 
m ir = MX, ms = MY, m gr = ML, 
dx, 


mi de = M: X, 


En additionnant ces équations, on en conclut 


d'æ._ dy d'z 
(1) Da =D mx, Ymg =y my, Yn = Yn. 
Posons 


T=a+E, y=b+n, z=0+ķ, 


a, b, c étant les coordonnées du centre de gravité; nous aurons par 
les propriétés de ce centre 


Imx=aľłm, Èmy=bÈm, mz—cÈèm 
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ou 
2ME—0, ZVN O AME == 0 


nous avons donc aussi 


d'z'., da dy À N r dao r 
Xr de — d eV im Xm ED ? En D) 


et il en résulte, au lieu des équations (1), 


da db de 
TDn=Snx, m Dm= nY, mA mY mz 


Dans les seconds membres, les actions mutuelles disparaissent, puis- 
qu’elles sont deux à deux égales et contraires; il ne reste done que des 
forces provenant d'actions extérieures au système. Les trois équations 
précédentes donnent le théorème suivant : 


Le mouvement du centre de gravité d’un système libre est le même que 
si les masses de tous les corps étaient réunies en ce point, et que toutes les 
forces qui agissent sur le système fussent transportées au même point. 


Il faut remarquer que des chocs entre les corps du système ou des 
explosions ne changent pas le mouvement du centre de gravité; car, 
d’après le principe de la réaction égale et contraire à l’action, il n’en 
résultera que des forces égales et contraires qui se détruisent dans les, 
trois équations du mouvement du centre de gravité, 

Supposons ensuite que le système soit assujetti à des liaisons et qu’il 
existe une fonction de forces U. Nous aurons l’équation 


Yoli TE ak èz) = a0. 
Concevons que U et les équations de condition ne dépendent que des 
différences entre les coordonnées parallèles, de sorte que U et ces équa- 
tions ne changent pas quand on augmente tous les æ d’une même 
quantité æ, et de même pour les y et les z. C’est ce qui aura lieu toutes 
les fois que U et ces équations ne renfermeront que les distances mu- 


tuelles des corps. 
Nous pouvons done prendre tous les òx égaux à x et les dy et dz 
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égaux à zéro, etalors l'équation précédente devient, en la divisant 
par g, 
ne LT dU, 
dt y dx 


Le second membre est nul; car, si nous faisons croître tous les æ 
d'une même quantité 4, l'accroissement de U est nul, et si k est infi- 


3 è š dU 
niment pelit, cet accroissement est AY da on a donc 


et de même 


a, b, c étant les coordonnées du centre de gravité, ces trois équations 
reviennent aux trois suivantes : 


donc, en désignant par p, l» Pis Jı» Pas qa des constantes arbitraires, 
on a 
a=p+ql, b=p+qt, c=p;+qt, 


et, par conséquent, le mouvement dů centre de gravité est rectiligne 
et uniforme. 


Les trois équations précédentes peuvent s'écrire 
2mx=p+qt, Èmy=p+qt, Èmz—=p;+ qi, 


et représentent trois intégrales des équations différentielles du mou- 
vement. 


PRINCIPE DES FORCES VIVES. 


7. Prenons pour déplacement virtuel de tous les points d’un système 
le déplacement qui a effectivement lieu dans l'instant dt. Alors nous 
avons pour les variations de toutes les coordonnées 


(CEE dx = dx, Ôr—= dy, òz= ds. 
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Toutefois cette hypothèse n’est admissible qu'autant'que les liaisons 
sont indépendantes du temps 4; car, si / = o est une des équations de 
condition données, les déplacements virtuels satisfont à l'équation 


df df df Ce X 
e D: ARE” AE z= SPERO 


que.l’on obtient en faisant varier toutes les coordonnées des points, 
mais en supposant le temps constant s’il y est renfermé. Au contraire, 
l'équation f= o devant être satisfaite à tout instant du mouvement 
qu'effectue réellement le système, on devra pour ce mouvement diffé- 
rentier cette équation, en faisant varier ¿, et l’on aura 


CRE f dy + Fai +. + ar. 
Il est donc évident qu'on ne peut admettre les équations (1) qu'autant 


que les équations de liaison ne renferment pas le temps. 
Introduisons les expressions (1) dans l'équation 


dx dy d? 3; i bus 
D (ar ee + in òy + da èz) =X m (Xz + Yð + Zô2), 


et nous aurons 


Ya dx + LE dr TE FT ds) = Ste + Ydy + Zd3z). 
Le premier membre est la différentielle de 
ada) + (a) +) 
et, si l’on désigne en général par v la vitesse de la masse 7m, on a 
= dEme = Em (Xdx + Ydy + Zdz). 
Dans le cas où il existe une fonction de forces U qui ne renferme pas 


le temps, les équations (1) rendent OU égal à dU; le second membre de 
l'équation précédente est donc aussi égal à dU; cette équation s'intègre 
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immédiatement et donne 


tg ` 
-53m =U +h, 
2 


h étant une constante arbitraire. Remarquons, en même temps, que 


l'équation 
I /dæ\? dy\? E Ta D 
AEEA E E E 


est une intégrale première des équations différentielles du mouvement. 

On appelle force vive d'un point le carré de sa vitesse multiplié par 
sa masse, et force vive d’un système la somme des forces vives de tous 
les points du système. 

Donc, dans un système assujetti à des liaisons indépendantes du temps, 
et pour lequel il y a une fonction de forces également indépendante du 
temps, la demi force vive du système est égale à la fonction de forces 
augmentée d'une constante. C'est Daniel Bernoulli qui a énoncé le pre- 
mier ce principe dans toute sa généralité. 

Désignons par Y(X, y, 3; Lis y,, 3,,...) la fonction de forces U, 
par #, la valeur initiale de la vitesse de chaque masse m et par x, 6, y, 
Qis Bis Yis -+ les valeurs initiales de æ, y, 5, æ&,,y, 3,,...; puis écri- 
vous la formule ci-dessus pour deux instants du mouvement, et retran- 
chons les deux équations l’une de l’autre, nous aurons 


= (3mo — 2m) = p (2, F, 35 2o Ju 25...) — Y (æ B, y...) 


et, par conséquent, la demi-variation de force vive d’un système à deux 
instants du mouvement est égale à la différence des valeurs de la fonc- 
tion de forces à ces deux instants; donc, en particulier, si le mouve- 
ment d'un système en ramène au bout d’un certain temps tous les 
points à une position antérieure, la force vive n'aura pas changé dans 
cet intervalle de temps. 

Si nous désignons par F l’action mutuelle qui s'exerce entre deux 
points matériels m, m, d'un système, et par f la distance qui les sépare, 
d’après ce que nous avons vu (n° 5), la partie correspondante de l'ex- 
pression 

Em(Xdzx + Y dy + Zdz) 
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est égale à — F df, si l’action est attractive, et à + Fd/f'si l’action est 
répulsive. Ainsi supposons ‘le système sollicité seulement par des 
actions mutuelles et répulsives, et nous aurons 


à (Em — Emo; DPF ef F; df; +. 
LA AT 

en désignant par &,, &., .. les distances mutuelles quand les vitesses 

sont représentées par #, et par ĝi, f:, ... les distances quand les 

vitesses sont représentées par ¢. Le second membre sera positif, si f,,: 
Ba, sont plus grands que ,, Za, .. . D'après cela, puisqu'on sait que, 

dans un gaz, l’action qui s'exerce entre les molécules est répulsive, 

on en conclut que, suivant qu’une masse de gaz se dilate ou se con- 

dense, sa force vive augmente ou diminue. 


8. Le principe des forces vives a également lieu lorsqu'on rapporte 
les mouvements des corps à leur centre de gravité. Soient a, b, c les 
coordonnées de ce centre et é, 7, & les coordonnées parallèles aux pre- 
mières de chaque masse m, prises par rapport à ce centre. Nous 
aurons 

g'z prha, y=n+b, 2=6+0; 
et, par suite, ` 


3 E] 2 3 2 ni g 
SC ne 


dé? + dn? + dé? 
+a Yag +Y m EFO T —— 0 


Les deuxième, troisième et quatrième termes du second membre sont 
nuls, parce que, d'après les propriétés du centre de gravité, on a 


ZmE—=o, Zmn—=o, 2mbk=o. 
Si donc on différentie l'équation précédente, on a 


dx d’x + dy d'y + dzd'3._ dad?a + db d'b+ded?c 
Xr ÉD TR a a a A Aa D 
dý d’ + dn d'n + dede 
Er 
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Mais on a trouvé ci-dessus l'équation 


l1) Yim aea e + däd'z =Ÿ m(Xde + Ydy + Zdz). 


Retranchons ces deux équations, et remplaçons dx, dy, dz par 
dE + da, dn + db, dg + de, nous obtenons ainsi 


da db 
(da DRE RUES dogs) Dm +S m (dE + dai + 4%) 


= 2m(XdE + Y dn + Z dý) + Em[X da + Ÿ db + Zde), 


- 


et, comme on a (n° 6) 


TEES 
gr M= ÈmX, ue 


il en résultera l'équation 


dë dE. dn dni dé dE) 
Da (G aade de td Te) =Y m(X dE + Y dn Z dẹ), 


qui est entièrement semblable à l'équation (1). 

Si les forces proviennent d'attractions mutuelles et fonctions des 
distances, X, Y, Z sont les mêmes fonctions des Ë, n, & que des æ, y, z; 
le second membre est une différentielle exacte et représente précisé- 
ment dU, U étant la fonction de forces; done, en intégrant l'équation 
précédente, on a 


2 2 
(2) DA (F) (F) ]=u+#, 
k étant une constante arbitraire. Au reste, dans le cas actuel, faisons 
æ = č +a, ... dans l'équation 


2e) A N t+S 


et nous aurons 


A Aa) aola a a 
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Or nous avons (n° 6) 


da _ dh do; x 
WELL n aA» 


q, Qu qa étant des constantes arbitraires; il en résulte 
k=h— 31g +q, +g) 


9. Lorsque le système est libre et que la fonction de forces est une 
fonction homogène, ce qui a lieu dans le cas d'attractions mutuelles 
suivant la loi de la Nature, on peut déduire du principe des forces vives 
une formule qui mérite d’être remarquée. 

En effet, si U est une fonction homogène des coordonnées du degré x, 
on a 


du‘ dÙ  dU 
(3) DE + +z% )= au, 


le signe X s'étendant aux coordonnées æ, y, z de tous les points du 
système. Soit r la distance de chaque point à l'origine des coordon- 
nées, On a 

r= Ay tS, 
et l'on obtient ensuite 


d(Emr) dxæ\: {dy\? fdz\? dx dy _d'z 
Dde sY =X m| (F) + (2) + (4) +de Jar +37 | 


ou, en désignant par T la demi-force vive du système, 


1 abd n d'x nar E 
2 dB. T Far Ta T) 


Orona 
mëz dU dr dU, ds dU 
de = dæ a = de dy’ de, = ds” 
et, en se servant de l'équation (3), 


d(Zmr:) 


Ta =4{T+2aU. 


Ensuite on a, d’après le principe des forces vives, 


T=U+/; 
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on arrive donc à cette formule 


AC) EN PEN PTS 


Si l’on fait absolument le même calcul en plaçant l’origine des coor- 
données au centre de gravité du système, supposé sollicité seulement 
par des attractions mutuelles, et qu'on se serve de l'équation (2), on 
trouve, en désignant par R la distance de chaque masse au centre de 
gravité, 

d(2mR) _ 


a = (4 + 2a) U + 4h. 


Remarques sur la stabilité d'un système libre. 


10. Concevons un système sollicité par des actions mutuelles toutes 
attractives et s’exerçant en raison inverse du carré de la distance; on 
aura & = — 1, et, en faisant Z»R°? = S dans la formule précédente, 
on obtiendra 

dS 


S =U 4N. 


Si le système est stable, c’est-à-dire si aucun corps ne doit s'éloigner 
indéfiniment du centre de gravité commun, la quantité S ne doit pas 
pouvoir croître indéfiniment. En intégrant cette équation entre zéro 
ets et désignant par S, une constante, on a 


D Sa f (U +24!) de, 


et, si u désigne la plus petite valeur de U entre zéro et £, on a 


dS i à 
Te —S,>(2u+4h)t. 


Intégrons de nouveau, et soit S, la valeur de S pour ¿= 0, nous 
aurons 
SSS S, t (u Hah) e. 


Je dis que 22! est négatif. En effet, x est essentiellement positif; si 
donc 24 était positif, en faisant croître £, on obtiendrait des valeurs 
3 
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de S qui grandiraient indéfiniment, et la stabilité n'aurait pas lieu. 
Ainsi 2% et même u + 2h’ sont négatifs. 

En second lieu, U + 2% n’est pas constamment négatif, car autre- 
ment, en désignant par v sa plus petite valeur absolue, on aurait 


SL Si St — ul?, 


et S prendrait des valeurs négatives indéfiniment croissantes, ce qui 
est absurde. 

Puisque u + 2h’ est négatif, on voit que U +- 24’ est tantôt positif, 
tantôt négatif, et, de plus, il a été prouvé que 24 est négatif. Or, en 
désignant par T’ la demi-force vive du système prise par rapport au 
centre de gravité, on a, d’après la formule (2) du n° 8, 


T=U +h. ou 2T—-U=U+2; 


donc, dans ùn système libre sollicité par des attractions mutuelles suivant 
la raison inverse du carré de la distance, la force vive du système autour 
du centre de gravité est tantôt plus grande, tantôt plus petite que la fonc- 
tion de forces, mais elle est toujours plus petite que deux fois cette fonction 
de forces. 

Il résulte de là que, pour que ce système soit stable, il faut que la 
force vive initiale autour du centre de gravité soit plus petite que le 
double de la valeur de la fonction de forces à l’origine du mouvement. 


11. Si le Soleil agissait seul sur le mouvement des planètes, elles 
décriraient exactement des ellipses dont ce corps serait le foyer, et la 
cause principale de la stabilité du système planétaire provient de ce 
que ces orbites sont fermées. Or M. Bertrand a reconnu le premier que 
la loi d'attraction de la Nature, découverte par Newton, est la seule 
qui donne de pareilles orbites. Voici la démonstration qu'il en a 
donnée : 

- Il s’agit de prouver que, parmi toutes les attractions décroissant 
avec la distance, celle de la Nature est la seule pour laquelle un corps 
attiré vers un centre fixe et lancé dans une direction arbitraire, avec 
une vitesse qui ne dépasse pas une certaine limite, décrira nécessaire- 
ment une courbe fermée autour de ce centre. 
= Désignons par r la distance du corps au centre d'attraction, par 4 
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l'angle de ce rayon avec une droite fixe, et par ọ (r) la force d’attrac- 
lion exercée par ce centre sur le corps. Les deux équations différen- 
tielles du mouvement sont, en mettant ce centre à l’origine des coor 
données, 
à dx es our y 

— —— r= LEA ANS iad a NEAR 

de o( 1 dt (AC 
on en déduit ; 
dy dx 


fie Var = 
et, en intégrant, 


k étant une constante arbitraire. Introduisant r et ĝ au lieu de æ et y, 
on à 


390 


PT — k. 


On déduit des deux mêmes équations, ou par le principe des forces 
vives, 


dr? + r° d0? 
ST EIN —2fo(r)dr, 


et, en éliminant dt entre ces deux équations, on obtient facilement 


si l’on pose 


il en résulte 
d'z 1 
ZT Hg p (3) =o 
Multiplions par 2dđdz, puis intégrons en posant 
o(z)—2/4%(z)ds, 


et nous aurons, en désignant par À une constante arbitraire. 


(D) Tr- pots); 
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dz 
yio 


Si la courbe donnée par l'équation qui a lieu entre z et 8 est fermée, 
la valeur de Jen celle de z aura au moins un maximum et un minimum 


on en déduit 


GOETE 


pour lesquels 35 sera nul, et les rayons vecteurs correspondants seront 


des axes de fée de l'orbite; car, si l’on fait varier r ou z à partir 
de l’une de ces valeurs et que l’on compte l’angle à partir du rayon 
correspondant, la formule précédente donnera pour 9 deux valeurs 
égales et de signes contraires. Or, quand une courbe a deux axes de 
symétrie, en pliant la figure autour d’un de ces axes, on obtient, par le 
rabattement du second, un troisième axe. En pliant ainsi la figure suc- 
cessivement autour de chaque axe, on en obtiendra une infinité, si 
l'angle que font les deux premiers axes n’est pas commensurable avec 
deux angles droits, ce qui ne peut avoir lieu pour aucune courbe fer- 
mée autre que le cercle. Si donc x et représentent le minimum de z et 
le maximum qui le suit, on a l'équation 


8 dz 
(1) mr = ———————————— » 

\ f VEEE 
où m est un nombre commensurable et z le rapport de la circonférence 
au diamètre. 

Supposons que, la. fonction æ(z) étant donnée, on obtienne des 
orbites fermées, en faisant varier À et #* entre certaines limites. Quand 
het Æ ne seront plus tous deux entre ces limites, la courbe pourra 
n'être plus fermée, mais elle possédera encore la même équation et 
les mêmes axes de symétrie; de sorte que nous pourrons supposer 
alors 2 et k? susceptibles de toutes les valeurs réelles. 


4 š dz à 4 
Puisque l'on a - = o pour z = « et z = £, il en résulte 
q di i 


h+ pla) — a =o, h+ pol) — P= o; 


par suite, 
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et l'équation (1) devient 


= dz V5(B) = wa) 
(2) mr = RE = — ee pa mg 
Vam(B)—Bola) +(8 —a)u(z) ob) ola] 


z 
Ji \ 


La fonction æ (z) doit être telle que cette équation ait lieu pour toutes 
les valeurs de et Æ et, par suite, de « et 8. Le nombre commensurable 
m doit être constant d’une orbite à l'autre; car, s’il changeait, une va- 
riation infiniment petite dans les conditions initiales apporterait un 
changement fini dans la disposition des axes de symétrie de la courbe. 

Supposons & et f infiniment peu différents, et posons 


BP—=a+u, 

u étant infiniment petit; comme z reste compris entre g et f, on a aussi 
2=a&+7; 

y étant infiniment petit. 

En négligeant les infiniment petits du quatrième ordre et désignant 
par m'(&), w” (x) les dérivées première et seconde de (x), nous aurons, 
pour la quantité soumise au radical du dénominateur de (2), 

[0 (2) — xw” (a)](wy— ur), 
et la formule (2) devient 


mr= 7E rie is + rh 
EE Vse EC na) 


o'a) m =t 
o' (2) mwa 


ou 


On en déduit, en désignant par A et B des constantes arbitraires, 


w (a) =Å x mi 


= A = 
; 


hé ete 
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Mais, dans ces formules, m n’est pas un nombre commensurable quel- 
conque. En effet, la formule (2) devient 


PB 
mr = EE a — À) 
su PARA +22 EPRS zui 
A aß ms B ga nt aj- (B— a’) J'TE Se B O an & m? z? 


Supposons d’abord 2 — 5 positif. Laissant 8 quelconque, nous pou- 


vons supposer & très-petit et, passant à la limite où « est nul, nous 
déduisons de cette formule 


7P dz 
mr = -e 
LI t 
A Ver z m 722 


et, par suite, m = 1. On en conclut 


= MT; 


à A 
pires 


et l'attraction a lieu en raison inverse du carré de la distance. 
. I , . . . 
Supposons ensuite 2— — négatif. Laissons « quelconque et faisons 
m 
£ = o, nous aurons 


SANG T 
mr = | -= = 5, 
> k yæ— z’ 2 


et o(r) = 


et il en résulte 

m—== 
2 
par conséquent, une attraction proportionnelle à la distance donne 
aussi des orbites fermées ; elles ont déux axes de symétrie passant par 
le centre d'attraction. Ces deux attractions sont les seules qui satis- 
fassent à la condition cherchée, 


PRINCIPE DE LA CONSERVATION DES AIRES. 


12. Imaginons un système de points matériels; rapportons-le à un 
système d'axes rectangulaires dont l’origine soit en un point O, et 
exprimons la fonction de forces U et les équations de liaison au moyen 


SECTION I. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE DYNAMIQUE. 23 


des coordonnées relatives à ces axes. Si l'expression de U et les équa- 
tions de liaison sont les mêmes, quels que soient les axes rectangulaires 
menés par le point O, il en résulte trois équations remarquables que 
nous allons obtenir. 

Alors la fonction U et les équations de condition ne changent pas 
de forme par une rotation des axes de coordonnées autour du point O. 
Telle est, par exemple, l'équation ` 


(=a) (yrn) + (z-a) = b, 


qui exprimerait que la distance entre deux points du système est 
constante et égale à Z. 


Exprimons que la forme d'une fonction des coordonnées des points 
du.système 
ACIER 32; Lis Vis Zi, 7) 


ne change pas par une tronsformation autour de l'axe des z. Faisons 
tourner les axes des x, y dans leur plan d’un angle æ, et désignons 
par æ’, y’ les nouvelles coordonnées par rapport à Oæ, Oy; nous 
aurons 

x = x"CoSa — y'sing, 

y= zx sing -+ y’ cosa, 


et, si nous supposons « infiniment petit, 
DEN Y=Y + ax 
et la fonction f devient 


TMS za his.) 2) (+ uga m) : 
et, puisque la fonction fne doit pas changer de forme, 
NE org NE 
Mer) 
On pourra procéder de même par rapport aux axes Oy et Oz, et l'on 
aura 
df _, df\_ 
Date) è 
is AVES 
Ÿ Dr ec 
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Comme toute rotation autour du point O peut se décomposer en trois 
rotations autour des axes des æ, y, z, il est clair que les trois dernières 
équations expriment que la fonction f ne change pas de forme par une 
rotation quelconque des axes autour de l’origine. 

Imaginons un déplacement virtuel autour de l'axe des z, lequel est 
compatible avec les liaisons, puisque les équations de liaison ne 
changent pas par les accroissements qui en résultent pour les coor- 
données. Posons donc 


x = rcos9, y= rsiny, 
en supposant r constant et ọ variable, et nous aurons 
0x = — rsing ðọ = — y 29, dy = rcosg òp = x, ôz = 0. 


Par suite, l'équation 


dz dy d’z ARN 
(a) Ym( Gret + DE dy + Ta ds) =U 


deviendra 


mr DE + 272) =d »(-£ Tri Ta). 


Or, d’après ce qui a été prouvé ci-dessus, on a 
Si: 
ad dy Y Ta rh 

dy d'x A 
DE Fa Dé %)= e 
et, en intégrant, 
dx 
(1) Sat) C, 


C étant une constante arbitraire. On a de même, en désignant par A 
et B deux constantes arbitraires, 


(2) Sn(rg-:%)=A4, 


(3) Dn(ir-em)=8. 


on a donc 
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13. Pour arriver à ces trois équations, nous avons supposé qu'il 
existe une fonction de forces; s'il n'en existe pas, on devra remplacer 
le second membre de l'équation (a) par 


Zm(X 0x + Yòðy + Zôs), 


et, d’après le raisonnement précédent, on trouvera 


(4) DE sr} Te )= =Y m GRETA 


si les liaisons permettent au système de tourner autour de l'axe des z, 
et en y ajoutant 


| Q d’ z dy 
(5) DE TRE g) Ÿm(r2- 3Y), 
d'x dz p 
(6) DEEE me) =D mEX— zz), 


nous aurons {rois équations qui auront lieu toutes les fois que le sys- 
tème est entièrement libre de tourner ‘autour de l’origine O. Si le 
système n’est sollicité par aucune force extérieure ou s'il ne l'est que 
par des forces dirigées vers l'origine, on a 


Z2m(zY—yX)=0o, Zm(yZ—3Y)=0, ZEm(zX —xZ)—0, 


et, par suite, on retrouve les équations (1), (2) et (3). 

Observons que +(æ dy — ydæ) est l'aire décrite pendant l'instant dt 
par le rayon vecteur mené de l’origine à la projection du point m sur 
le plan dés œ, y : cette aire étant comptée positivement de laxe des æ 


positifs vers l’axe des y positifs; zina yie est appelée la vitesse aréo- 


laire de la projection de m. Les équations (1), (2) et (3) expriment donc 
que la somme des masses multipliées par les vitesses aréolaires des 
projections de ces masses, sur chaque plan de coordonnées, est con- 
stante. Ce qui peut encore s’énoncer ainsi : La somme des masses de 
chaque corps multiplices par les aires décrites par le rayon mend de lori- 
gine à la projection de ce corps sur un des plans de coordonnées croît 
proportionnellement au temps. C'est en cela que consiste le principe de 


4 
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la conservation des aires, et les équations (1), (2) et (3) sont appelées 
les intégrales des aires. 

Il faut remarquer que, s’il arrive des chocs entre les corps du sys- 
tème ou s’il y survient des explosions, les équations (1), (2), (3) n’en 
seront pas modifiées, puisque ces phénomènes introduiront des forces 
égales et contraires, et qui disparaitront des seconds membres des 
équations (4), (5) et (6). 

Les trois intégrales (r), (2), (3) ont lieu pour un système de points 
libres qui s’attirent ou serepoussent mutuellement; mais elles ont lieu 
plus généralement lorsqu'il existe une fonction de forces, et que cette 
fonction de forces et les équations de liaison ne changent pas par un 
mouvement des axes de coordonnées autour de l’origine. Les liaisons 
satisfont effectivement à cette condition, quand les points sont liés 
entre eux et à l’origine, mais ne sont liés à rien qui soit situé en dehors 
de l’origine et du système de points. On a un exemple particulier de 
pareilles liaisons dans un corps solide entièrement libre de tourner 
autour de l’origine. 

D’après le raisonnement qui a servi à obtenir l'équation (1), on aura 
celte équation toutes les fois que la fonction de forces ne change pas 
de forme par un mouvement des axes de coordonnées autour de celui 
des z, et que le système est libre de tourner autour de cet axe. Suppo- 
sons un système sollicité par des centres fixes situés sur une même 
droite, en même temps que par des attractions mutuelles; supposons 
aussi que les liaisons laissent le système libre de tourner autour de 
cette droite. Prenons cette droite pour axe des z, les moments des 
forces dirigées vers les centres fixes, pris par rapport à Oz, seront 
nuls; on aura donc encore l'équation 


Sn (er aypa 
2) du dn) ? 
et, par suite, l'équation (1). 


14. Les trois intégrales des aires se rapportent à une origine des 
coordonnées immobile; on ne peut donc les appliquer immédiatement 
au système planétaire, puisqu'on ne peut assigner aucun point fixe 
dans l’espace; on a cependant encore trois équations analogues. 
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En effet, x, y, z étant les coordonnées d’un quelconque des corps m 
du système planétaire par rapport à des axes fixes, on a (n° 6) 


CA “Hi cs de dt se d'z Bs 
IR A yne Ap: = 1 coul 


Soient &, B, y les coordonnées d’un PAR ayant un mouvement rec- 
tiligne et uniforme, on a 


ARE PEER d'y 
HE PQ n 


Transportons l’origine des coordonnées en ce point, et faisons 
T=a+ax; se Y=P+y, 3—=y+s: 


l'équation par rapport aux &xes fixes 


t dy dx 
DE PAF TARA %) à 
deviendra 


rdar dix Ac'h d3 d'a 
y m| GE ET ner en 
CE (jf NES 
+a Y m- — f ÿ m To 


et, au moyen des équations précédentes, 


,d'y' MN at cu 
Dre 2" Un) =: 
SNL er a pue 

g AR FN A AE = Const, 


On aura de même les deux autres intégrales des aires. Le mouvement 
du centre de gravité du système planétaire étant rectiligne et uniforme, 
les équations (1), (2), (3) auront lieu si l’on prend ce centre pour ori- 
gine des coordonnées. Par un calcul facile, on pourra ensuite trans- 
porter l’origine des coordonnées du centre de gravité du système au 
centre du Soleil. 
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15. Si nous avons les trois équations (1), (2), (3) par rapport aux 
axes de coordonnées Ow, Oy, Oz, nous aurons trois autres équations 
entièrement semblables par rapport à trois autres axes rectangulaires 
menés par la'même origine Oz’, Oy’, Oz, 


Hu dE 
Dar) = 


A’, B', C étant de nouvelles constantes; proposons-nous de les expri- 


mer au moyen des constantes À, B, C. 
On passe du premier système de coordohnées au second, et récipro- 


quement, par les formules suivantes : 
æ= ax + by'+ces., x'=ax+ay+a"z, 
y=dxz' + by + ez, y=bx+ by + ba, 
z =a" x byez, 3=cx+c'y+c"z, 
a, b, c étant les cosinus des angles de Ox avec Ox’, Oy’, Oz’, etc. 
On tire de ces formules 
ÿ'dz'— z'dy = (b'e"— d b") (ydz — z dy) + (b'e — c'b)(3dx — adz) 
+ (be — cb')\(xdy —ydz); 
or on a les formules connues 
bo — c'b=a, b'e—cb=«x, b—cb= a: 
on a donc 
y'dz'— z'dy' =a(ydz — zdy) + a' (z dæ — x dz) + «"(x dy — y dx). 
Multiplions cette équation par 7m, et faisons la somme de toutes les 
équations semblables pour chaque masse : nous aurons 
dz 


,dz! à vs dz dy INA a si LL 
Ÿm ART À ET =aŅ m Vip +a N dr di 


$ 
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ou, ce qui est la même chose, 
A'= aA + a B + a” C, 


et nous avons de même 
B'= bA -+ bR bC, 
C'= cA + c'B + c”C. 


On conclut de ces trois formules que, pour trouver les constantes 
des équations des aires pour un système d'axes rectangulaires menés 
d’une manière quelconque par l'origine des premiers, il suffit de 
prendre la résultante de A, B, C comme si A, B, C étaient des forces, 
et de projeter cette résultante sur les nouveaux axes. 

Si l’on prend l'axe des 3’ suivant la direction de cette résultante, on 
aura les trois équations 


` dy' dx Eaa 
PE eme AN iaa N oan 2 2 a 
m(x US de) = VEF EC, 


Le plan des æ', y’ est alors celui du maximum des aires, et il a reçu de 
Laplace, qui l’a considéré le premier, le nom de plan invariable, Ce 
plan ne changerait pas, d’après ce qui a été dit ci-dessus, par des 
chocs entre les corps du système ou par des explosions. 

Menons une droite perpendiculaire au plan invariable, et, à partir 
du plan, portons sur cette droite une longueur égale à VA? + B? + C?, 
en lui donnant la direction de la résultante de A, B, C; nous donnerons 
à cette longueur ainsi menée le nom d'axe du plan invariable. 

Supposons deux corps attirés par un centre fixe, et qui s’attirent 
mutuellement. Le plan de l'orbite d’un de ces corps à chaque instant 
est celui qui passe par le centre fixe et par la tangente à la courbe dé- 
crite par ce corps; or il est aisé de prouver que l'intersection des plans 
mobiles des deux orbites de ces corps se meut dans le plan invariable. 
En effet, par le centre fixe menons des perpendiculaires aux plans des 
deux orbites, égales respectivement au double de la vitesse aréolaire 
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de chaque corps multipliée par sa masse, et dans la direction voulue 
d’après le sens de cette vitesse ; puis prenons la résultante de ces deux 
perpendiculaires, comme si elles étaient des forces : nous aurons l’axe 
du plan invariable. Ces trois droites étant dans un même plan, les trois 
plans perpendiculaires à ces droites, qui sont les plans des deux or- 
bites et le plan invariable, se coupent suivant une même droite. 


16. Remarquons ce théorème donné par Jacobi : Si un système de 
corps est sollicité par des actions mutuelles, et de plus par des centres qui 
tournent autour d'un même axe avec la même vitesse angulaire, ni le 
principe des forces vives, ni aucune intégrale des aires n'ont lieu séparé- 
ment; mais, si l’on prend pour axe des z l'axe de rotation, on a cette 
équation 5 


Nm ee (2) + À -0X rik iei pu =U+i 
2 ‘dt de) de) f RP l) E , 
en désignant par w la vilesse angulaire autour de l'axe de rotation, el 
par l une constante arbitraire. Cette équation provient de la combi- 
naison de l'équation des forces vives avec l'intégrale des aires relative 


au plan des æ, y. Cependant, ce théorème étant sans application, nous 
n’en donnerons pas la démonstration, qui est d'ailleurs facile. 


ÉQUATIONS HAMILTONIENNES. 
17. Considérons un système de z points matériels rapporté à trois 
axes rectangulaires, et désignons par 
(1) F0, = 0; 3 F;,=0 


les équations, entre les coordonnées de ces points, qui expriment les 
liaisons auxquelles le système est assujelti. Supposons aussi qu'il 
existe une fonction de forces U; nous avons l'équation 


dx, d'y, diz, 
(2) Yale dx + a rrio + Tr dz) = 3U. 


Posons 
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nous aurons pour l'expression de la demi-force vive 
T=423m(z" +y" +3"); 


en différentiant T selon ò, caractéristique qui se rapporte aux déplace- 
ments virtuels, on peut écrire ces deux formules 


RA dx dy „dz 
ore Yal arera 7) 


Lx y aas 
IT =Ÿ m (z'a! re A + 3 EAE 


changeons l'équation (2) de signe, puis ajoutons T aux deux mem- 
bres; nous pourrons la mettre sous cette forme 


dy dz nods NS dr. 3 dz 
DG TE rerit) DE 7 T7? qe) 


Représentons la fonction T — U par H, et l'équation précédente de- 
viendra 


dy , dz d ; y . 
Y m (e g rrgs 7) y m(zdz+y dy + z'òz) = òH. 


Représentons les coordonnées æ, y, z par la lettre Q affectée des in- 
dices 1, 2, 3, ..., 3n, et les quantités mæ’, my', mz' correspondantes 
par la lettre P affectée des mêmes indices, de sorte que l'équation pré- 
cédente deviendra 

(B) a (P TE + Se +...) g (PO + PaO, +.) = 0H, 

Au moyen des 7r équations de condition (1), on peut. réduire le 
nombre des variables Q ou æ, y, z à 3n — r; mais plus généralement 
on peut exprimer les variables Q d'une infinité de-manières au moyen 
de 3n — r nouvelles variables et de manière que leurs expressions sa- 
tisfassent identiquement aux équations (1); désignons par gi, Jo 
ces 3n — r nouvelles variables, et choisissons des variables p; en même 
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nombre que les g;, et qui satisfassent à l'équation 
(4) Piq + Pa qi +. + pròqi = P, ÒQ, + P:dQ: +... + Pin Qus 

en posant 3n — r= k. Si l’on prend les variations virtuelles égales 
à celles que subissent effectivement les variables g;, Q; dans l'in- 
stant dt, on déduit de l'équation précédente 

(5) pai Hot pre = b + ot Pan r 


et, par suite, l'équation (3) devient 


dq, d d 
(PS P. Ppi ar) — 7 (Pig +. H pòg) = òH, 


ou encore 
d i ` d LER | d A 
(A) F òp + +F pa — E ag, — — T òq = H; 


or il n'existe plus d'équations de condition entre les nouvelles va- 
riables; si donc on met à la place de òH sa valeur 
| dH dE, dH, dH 

T òq +... + —— oqi + FR +e dpi Ph 
et qu’on égale dans les deux membres les coefficients des variations, 
on aura les équations : 


dq, _ dH dg, _ dH meri 494 p 0B 
à dt  _dp dt dpr mdr: A 
CU T dE, Gi 
dt pire dental. de lle lot 


données par Hamilton. 


18. Examinons les variables p; les variations dg sont indépendantes 
dans l'équation (4), et l’on en conclut, pour les valeurs de s égales 
N EE TITT 


(6) P= Ria tP, pe nE Pa ig 


dQ, dQ, dQu. 
dg, dq, q 
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Telle est la formule qui permettra en général de passer des variables 
de l'équation (3) à celles de l'équation (A) et des équations (B); mais, 
en se rappelant ce que désignent les quantités Q, P, on peut obtenir 
de p, une autre expression. On a alors, en effet, 


dx , dy dz Js 
„= m + + 2! ET PR 
P > (z dg Tag, dq 


or on a, en désignant par A J'as .…. les dérivées de gis gs, «+» par 
rapport à £, 


(9) x12 __ dx Fa dx , 
7 3 dt dga idp 


On en conclut la première des trois équations 


dx’ __ dx dy' LOT dz' dz 
da TT = 7) 
di da dg dg) dj, dq, 


et les deux autres s'obtiennent de même; on a donc enfin 


8 „=Y m s , dx' raia EN dT 
(8) Hz de? ig "a= dgs 


D’après cela, on aura la quantité p, en exprimant T en fonction des 
variables g et de leurs dérivées g’ et en prenant la dérivée de T par rap- 
port à g;. La formule (8), écrite pour s = 1, 2, .... k, donne lieu à # 
équations linéaires par rapport à g'i, gs, ..., g4; tirons g,, G's, ... de ces 
équations en fonction des variables g;, pi, et portons-les dans l'équation 


pigi + piq +. + pgi = aT, 


qui résulte de l'équation (5), nous aurons T exprimé au moyen des 
variables q;, pi, et nous pourrons former les équations (B). 

J'ai donné la démonstration qui précède des équations de Hamilton 
dans le Journal de Liouville, 1874. Ce qui fait que la démonstration 
précédente de ces équations est plus simple que celles qu'on avait 
données jusqu'alors, c'est que l’on remplace l'équation (2) par l’équa- 
tion (3), qui est d’une forme plus générale et qui renferme cependant 
les mêmes propriétés à démontrer. La généralisation a alors pour effet 

5 
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de forcer à aller au but par la voie la plus directe. Remarquons que, au 


contraire, l'équation 


_ dT 
P= dg, 


est fondée sur la forme particulière des quantités Q, P. Nous allons 
toutefois démontrer que cette équation a lieu toutes les fois que la . 
fonction H de l'équation (3) se compose d’une fonction — U qui ne 
renferme que les variables Q et d'une fonction T homogène et du second 
degré par rapport aux variables P, qui contient les variables Q d’une 
manière quelconque. 


19. En effet, T étant homogène et du second degré par rapport aux 


quantités P, on a 


dT dT 
f 2T=P, dP, +... EP, dP., 


l'équation (3) peut s'écrire 


dP ` ` s s 
7 a ae Cr ÒQ = T — òU ; 


dQan 
+.. 7 du — 
on suppose qu'il existe des relations entre les variables Q; mais, comme 
il n’en existe aucune entre les variables P, les variations òP sont indé- 
pendantes, et l’on en conclut, T étant fonction des Q;, P; 


Taie AT - FH EST A 
dl, 19 APS Qi; mi) dp, Qi 


on aura done 2T =P, Q, + P,Q,+..., et, en vertu de l'équa- 
tion (5), 2T = piq, + Pas +... + pgr; nous en déduirons 


20T = pi 0q!, +... + pags + q'i pi +... + qyÔpa. 
D'autre part, en vertu des premières équations (B), on a, en général, 


js SO Le 
qi i dpi ere dpi’ 
il en résulte 


, APR À M AE 
2ÔT = p, og, +.. Hpg D dpi p Pt 
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Or on a, en supposant T exprimé au moyen des gi, Pis 


dT ar: dT A en 
o= r dpi +.. + dpi Ôpx + PR òq +. « + Ipaa? 


en retranchant cette équation de la précédente, on obtient 


: Ac psd T dT 
òT = pi Ôq, +...+ padgr— TN) _..— das Ôq. 
Donc, T étant exprimé au moyen des quantités g, qi, on a, comme 
il fallait le démontrer, 
dt ` 
ag, Pr 


20. L'équation (A) présente certains avantages sur les équations (B). 
En effet, l'équation (A) est encore applicable dans le cas où il n’y a pas 
de fonction de forces, tandis que les équations (B) ne le sont plus; il 
suffit alors de convenir que, dans ðH = òT — ðU, ðU n’est pas une 
différentielle totale tant qu’on n’imagine pas toutes les variables expri- 
mées en fonction de z, et de remplacer DU par 


2z m(X òx- Ydr+Zôs), 
X, Y, Z étant les composantes des forces; en remplaçant les variables Q 
OU æ, y, Z par Jis Jas -s o Cette expression prendra cette forme 
Gi ðq + Ga ôq +... + Grôque 
Sübstituons dans le second membre de l'équation (A) l'expression 


dT ANEN dT dT 2 
one Less PTS ONE OU +... + Ae dal D Li GEAG 


et ensuite égalons entre eux les coefficients des variations dans les 
deux membres; nous aurons, au lieu des équations (B), 


dt Ra dq, _ dT 

dt dp dt dp : 
dpi o an aT dp; dT 
R 7 1 dE Ag N, 


Un autre avantage de l'équation (A) consiste en ce qu’elle peut en- 
5 


Is 
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core être admise dans le cas où les variables q; satisferaient à des équa- 
tions de condition. En effet, considérons 7’ des équations (1) 


(9) E0; E= 0; Ney F, = 0, 


r' étant < r et pouvant se réduire à zéro; il est possible d'exprimer les 
variables Q à l’aide de 3n — r’ variables que nous désignerons par g,, 
qas =.» qo On faisant $ = 3n — r’, et de telle sorte que ces expressions 
des variables Q satisfassent identiquement aux équations (9). En sub- 
stituant ensuite ces expressions dans les r — 7” équations (1) qui n’ont 
pas encore été employées, nous aurons r — r’ équations de condition 
entre les variables q; 
Ei == 0, L: = 0; t 


Alors, en posant l'équation (4), on sera encore conduit à l'équation (A), 
mais dans laquelle les variations ðq, òp ne seront plus indépendantes. 
Les variables p, seront encore données par la formule 
dT 
p: = dj, . 

En effet, les variations òg n'étant plus indépendantes dans l’équa- 
tion (4), l'équation (4) n’entraine pas nécessairement l'équation (6); 
mais il sera permis de poser d’abord les Æ équations renfermées dans 
l'équation (6), ce qui entrainera l'équation (4). Enfin l'équation (6) 
conduit, comme ci-dessus, à l'équation (8). 

Nous avons admis, dans ce qui précède, que les liaisons ne dépendent 
pas du temps 4, auquel cas le principe des forces vives est applicable, 
si U ne dépend pas non plus de #, d’après ce que nous savons et 
commé on le voit aussi d’après l'équation (A) qui se réduit à 


dH=06 où H= const, 


quand on suppose que les variations virtuelles sont prises suivant les 
déplacements effectifs. 


21. Il est aisé de modifier notre analyse pour la rendre applicable 
au cas où les équations contiennent le temps. Il faut remarquer qu’a- 
lors les variations virtuelles ne peuvent se confondre avec les déplace- 
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ments effectifs, de sorte que l'équation (4) ne conduit plus à l’équa- 
tion (5). 

Les équations de liaison équivalent aux équations qui expriment les 


3n variables Q; au moyen des 3n — r variables q; et qui renferment 
actuellement le temps £, 


Q =0 (go q» n qu t) 
Q= (go goare gh t)» 


et, si l’on éliminait g,, q», ... entre ces 3z équations, on aurait un sys- 
tème de r équations équivalent aux équations de liaison données. 
Les variations dQ,, dQ,, ... de l'équation (4) s’obtiennent en faisant 


varier is qa, +, Mais en supposant £ constant, ainsi que cela résulte 
du principe des vitesses virtuelles; ainsi l’on a 


dû: | dû 10 
sQ = dii ôqı + 17 òq... + da Òqi. 


Désignons par 6; la dérivée partielle de 9; par rapport à z; nous aurons, 
pour la dérivée totale, 


dQ; FE d0: , dû; 


GET aE rT (RAM LA 


les variations dg étant arbitraires, on peut faire en particulier, et pour 
toutes les valeurs de s = 1, 2, ..., ks 


òq, = qd, 


dQ: = (T — ) dt. 


el il en résulte 
dt 


L'équation (4) ne donnera donc plus l'équation (5), mais la suivante : 


Par là l'équation (3) devient 


dq, d d ' 
ò(p T ttp) — di (pòg +... + pa Òq) =0(H — P, 09, — P,9,—...), 
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Ainsi l'équation (A) subsiste, pourvu qu’on y change H en 
H—P,4—P,6,—..., 


et les équations (B) subsisteront aussi avec le même changement. Les 
variables p continueront d’ailleurs à être données par les équations (8). 


SUR UNE FORMULE QUI RENFERME TOUTES LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU MOUVEMENT. 


22. Supposons que l’on donne la position d’un système à deux in- 
stants différents et déterminés; les équations différentielles du mou- 
vement sont renfermées dans la formule 


péage IJU + U) dt =, 


l'intégrale étant étendue à tout l'intervalle de temps compris entre les 
deux instants donnés. 
En effet, si l’on pose 


dx 7 dy. dz AN 


on a pour la demi-force vive 
T=!iZ2m(z+ y" +31), 
et l’on a ensuite 


8 [Tdt =fTdt= f Em(x'ôx'+ y' dy'+ 302) dt 
, dx dy dòz 
TG EOS ds aa 
=y AT AF EY rna CA srh di: 
= ÿ m(z'ox+7y'dr - [Sn FT òx a R :) 


Puisque les positions de tous les points du système sont données à 
l'instant initial et à l'instant final, on a, pour toutes les masses 7», 
dx == 0, dy = 0, dz = o à ces deux instants. Done, si l’on prend les 
intégrales dans l'intervalle de ces deux instants, on a 


a: dy dz 
Je - [Ym m (QE da + DE er OAI TT ds) de. 
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L'équation (a) devient done 


f dx dy, d'z y $ ERON. 
IDE x - ARTE òy + Tr Ÿ :)— ou | do; 


le temps final étant quelconque, cette équation revient à celle-ci : 


dx LY d TR 
(b) Done dx + Te + Te ds): òU, 


qui renferme, comme on sait, toutes les équations différentielles du 
mouvement. 


Équations différentielles de Lagrange. 


23. Nous allons déduire de l'équation (a (a), donnée par Hamilton, les 
équations différentielles de Lagrange qui servent à exprimer le mouve- 
ment d’un système. Désignons par n le nombre des points du système, 
et soient gi, gas ++, qa les # variables au moyen desquelles on peut ex- 
primer les 3x Coordonnées æ, Y, z, d'après les équations de condition 
supposées en nombre égal à 3n — k. La demi-force vive T dépendra 
non-seulement des variables g,, gs, .…., ga, mais encore de leurs déri- 
vées par rapport à z, que nous désignerons par g'i, gs .…, gi. Posons 


T+U=—P, 
l'équation (a) deviendra 
Due = JèPdt—0, 
ST bgi: Trd Der Du òg) dé = 


dP 
dP ,, dP dP _ dP dq’ 
dj dg'dt = da ; ô dq = * J'ag 409 afi òq dt, 


et si l'on remarque, de plus, que toutes les variations d7 sont nulles 
aux deux limites des intégrations de l'équation (a), cette équation, 
après ces transformations, devient 


[Ce age d'® 
dP dP -M dq, , 3 
Er òq... di: Ôqu — òq —...— -gr N) U= o. 


` 
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Comme il n'existe aucune équation de condition entre g;, gs, .… les 
variations dg,, Òga, .. sont indépendantes, et, par conséquent, leurs 
coefficients sont nuls séparément, et il en résulte # équations renfer- 
mées dans la suivante : 


dP 
dq; dP 
“dt p rdq 


où č est susceptible des valeurs 1, 2, ..., k. Remettons T + U au lieu 
de P, en remarquant que U ne contient pas g;, et nous aurons les 
k équations de Lagrange renfermées dans celle-ci : 


4 
daioi dE pi dU, 
? di dq dgi 


Lagrange a fait un emploi continuel de ces équations dans sa Meca- 
nique analytique; ces équations ont ensuite servi à obtenir celles d’Ha- 
milton; mais il est beaucoup plus simple et bien préférable d'obtenir 
ces dernières équations directement, ainsi que je l’ai fait au n° 17, de 
` sorte que maintenant les équations de Lagrange ont surtout un intérêt 
historique. 


PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 


24. Le principe de la moindre action suppose que le principe des 
forces vives a lieu. On a l'équation 


dx dy, (27 7 Na Re 
Xali òx + dd i ds ne Pre èz) = U; 


- d'après le principe des forces vives, on a, en désignant par v la vitesse 
de chaque masse m et par À une constante arbitraire, 


(æ) t5m =U +h. 
Supposons qu'aux liaisons données on en ajoute d'autres qui soient 
indépendantes du temps; l'équation des forces vives continuera à sub- 


sister, mais la constante prendra, en général, une autre valeur, de 
sorte que, en différentiant cette équation selon ò, on aura 


Emv dv = dU + ðh. 
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Tirons ðU de cette équation pour le porter dans la première, nous 


aurons 
Ym pe x + JF d za òy + z Ô3 — ve dt) = = — hdt. 


Or on a 


d xòx + d'yòy-+dzòz—=d(dxòx-+ dyòðy--dzòðz)—+ò(dx-- dy + dz?) 
= d(dxôx + dy ôy + dzèz)— dsò ds, 


en désignant par ds l'élément de la courbe décrite par le corps m, et, 
comme on a ds = pdt, il en résulte 


DO +- Sr + dzòðz) … òlo ds) | EREE 


(Remarquons que, dans l'expression de v òv, on peut remplacer le 
ds òds 
premier facteur par > mais qu’on ne peut remplacer de par > parce 


que d dt ne doit pas être supposé nul.) 
Intégrons celte dernière équation, et nous aurons 


Ÿm LS ren LEE à f Y me ds = — tèh + const 


Si l’on suppose qu’à l'instant initial, pour lequel £ est nul, toutes les 
positions des points du système soient données, on a à cet instant 
dæ = 0, dy = 0, ds = 0, et, en faisant commencer les intégrales à 
l’origine des courbes décrites, la constante du second membre sera 
nulle. Si l’on suppose, de plus, donnée la dernière position du système, 


on aura également òv = o, dy = o, ds = o pour cette dernière posi- 
tion, et il restera 
d fÈmv ds = th. 


Supposons, en outre, dh = 0; comme l'équation (x) peut s'écrire (n° 7) 
+(Z2mv — Smo) = U— Usp 


Vo et U, étant les valeurs initiales de # et U, cette supposition revient à 
regarder la force vive initiale comme donnée, et alors la force vive 
finale le sera aussi. D’après cela, on a cette équation 


(c) à f'Emvds = 0, 
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et l'on en conclut ce théorème général : Dans le mouvement d'un sys- 
teme pour lequel on a une fonction de forces et le principe des forces 
vives, les courbes décrites par les différents corps et leurs vitesses sont 
telles, que la variation infiniment petite de l'intégrale 


(d) ‘Z my ds 


est nulle, quand on suppose des trajectoires infiniment voisines de celles 
qui sont décrites et compatibles avec les liaisons, pourvu que l'on suppose 
donnés les premiers et derniers points de chaque trajectoire, et que l'on 
suppose aussi donnée la force vive initiale. 

C'est dans ce théorème que consiste ce que l’on appelle impropre- 
ment le principe de la moindre action; mais on n’ajoute pas dans les 
Traités de Mécanique, et en particulier dans celui de Lagrange, que la 
force vive initiale est donnée, et, d'après le raisonnement qui précède, 
cette condition est indispensable, Si nous comparons l'équation (c) à 
l'équation (a) d’Hamilton (n° 22), nous voyons qu’elles supposent 
l’une et l'autre que l’on se donne les positions du système au premier 
et au dernier instant, mais pour la première on se donne le temps final 
aussi bien que le temps initial, et pour la seconde équation on se donne 
en compensation la force vive initiale, : 


25. Si nous remarquons que ds = pdt, l'intégrale (d) peut s'écrire 


f mI ou [Ye a. 


Or non-seulement on a l'équation 


(e) òf Ymg —0 ou è [rat 0, 


en imaginant données les positions extrêmes de chaque corps entre 
lesquelles se font les intégrations, et en supposant dt remplacé par sa 
valeur tirée de l'équation des forces vives, ce qui revient à supposer 
la force vive initiale donnée; mais, de plus, cette formule ainsi com- 
prise renferme toutes les équations différentielles du mouvement. 

En effet, on a l’équation des forces vives 


T=U+A ou +2mds—{(U+4)dt, 
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et l’on en déduit 
Em ds dès — Udi, 


Date -i a(U+h)dt 


Or on a e 


SIAS Iei Zoio S Sata 


on a, pour la seconde intégrale du dernier membre, 


[Yri = a [rad f Ym dès fudi; 
il en résulte | 
[Sn ds = [Ym Gas + fouar. 
Or ona 


Dr da [Sn dòz Z dèy + © T = dès) 
PY ($ a; Qy naa N 
== [Sn de tae T+ a ds) a 


donc l'équation (e) devient 


dx dy d’? z ò Gisa 
[Sr (Se dx + SI dy + = TR) :)— au | HO: 


elle renferme, par conséquent, toutes les équations différentielles du 
mouvement. 


26. La quantité f Emeds a une variation nulle dans les suppositions 
données ci-dessus. Si les deux positions initiale et finale du système 
sont très-rapprochées, cette intégrale sera en général minimum ; si, au 
contraire, ces deux posilions extrêmes ne sont pas très-rapprochées, 
lintegralë pourra ne pas être minimum, mais il est évident qu’elle 
n’est pas susceptible d’un maximum. 

Dans le cas particulier où un point matériel se meut sur une surface 
fixe par la seule influence d’une vitesse initiale, la vitesse du point 
reste constante en vertu du principe des forces vives, et, d’après le 
principe de la moindre action, la variation de l'intégrale fds ou de 
larc s décrit par le point est nulle; on en déduit facilement que le plan 

6. 
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oseulateur de la courbe est en chaque point normal à la surface. Jacobi 
a examiné dans quel cas cette ligne est minimum entre deux points 
donnés; mais nous ne nous arrêterons pas à cette ‘question qui appar- 
tient plus à la Géométrie qu’à la Mécanique. 

Nous avons fait remarquer que Lagrange, dans l'énoncé du principe 
de la moindre action, a fait cette omission que la force vive initiale doit 
être supposée donnée. Jacobi, qui ne trouve pas l'énoncé de Lagrange 
Satisfaisant, a présenté dans ses Leçons sur la Dynamique ce principe 
sous une forme différente, exacte, mais qui en ôte tout l'intérêt. 

Maupertuis, le premier, employa le nom de principe de la moindre 
action pour désigner un cas très-particulier de ce qui a été appelé ainsi 
au n° 24; il en fit des applications aux lois de la réflexion et de la 
réfraction de la lumière. Laplace se servit aussi de ce principe pour la 
loi de la double réfraction; mais ces applications, qui purent paraître 
très-ingénieuses aux époques où elles furent publiées, sont fondées 
sur la théorie de l'émission et doivent être rejetées de la science. 


Théorème de Gauss. 


27. Nous venons de donner aux n®™ 22 et 25 des théorèmes qui ren- 
ferment toutes les équations différentielles du mouvement. Voici encore 
un théorème de Gauss qui remplit le même objet : 


Le mouvement d'un système de points matériels, assujettis à des liaisons 
quelconques, se fait à chaque instant, de manière que l'expression Smg? 
ait la plus petite valeur possible, m étant la masse de chaque point et g 
l'écartement au bout de l'instant dt entre la position qu'il occupe réelle- 
ment et celle qu'il prendrait s'il était-libre. 


Désignons par m, m,, m,,...1les masses des corps, et soient a, a,, 
a, ..… leurs positions au commencement de l'instant dt; b, b,, b,, 
les positions qu'ils occuperaient à la fin de cet instant, en vertu des 
forces a y sont appliquées et de la vitesse acquise; enfin, soient c, 
Ci, C2, .. leurs positions véritables à la fin de cet instant. 


I 
gi + ab est la quantité de mouvement imprimée à la masse m dans 


l'instant dt, gma est la quantité de mouvement qu’elle possède à 
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cause des liaisons, et z m.cb est la quantité de mouvement qu'elle 
perd par suite de ces liaisons. D'après le principe de d’Alembert (n° 2), 
les quantités de mouvement perdues à chaque instant par tous les 
points du système se font équilibre (/g. 1). 


Fig. 1. 


Soient donc 2, A,, As, ... des positions infiniment voisines que les 
corps puissent prendre en partant des points €, C,, Cs, ... en vertu 
des liaisons du système; alors ch, c,A,, ... seront les déplacements vir- 
tuels de ces corps, eten exprimant l'équilibre des quantités de mouve- 
ment perdues, on aura 

È2m.cb.ch.cosbch — o; 
plus généralement cette quantité est nulle ou négative, s’il existe des 


obstacles qui permettent certains mouvements sans permettre les mou- 
vements directement opposés. 
On a ensuite 


bh = cb + ch? — 2cb X ch.cosbch, 
et, par suite, 
Zm.bh — Sm: bo — Zm., ch — 2Èm.cb.ch. cosbeh = Em.ch. 


Le second membre est toujours positif dans le cas même où 
Em.cb . ch . cos bch serait négatif au lieu d'être nul; on a done 


Èm.th > Sm.bc i 


et, par conséquent, C, ©, ... étant les positions que prennent m, 
M,, -.. parmi toutes celles que permettent les liaisons, la somme 
Smbe est un minimum. 7 


Dans le cas de l'équilibre, les points c coincident avec les PAT a; 
DT 2 Š 
ainsi, dans l’état de l'équilibre, la somme X5m.ab est plus petite que 
Em.bh, c'est-à-dire qu’elle est un minimum. 


O0 ————me——— 
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SECTION IT. j 


SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 


1. Avant de parler de l'emploi des équations aux différences par- 
tielles du premier ordre dans la Dynamique, nous allons rappeler 
quelques propriétés de ces équations qui nous seront indispensables, 

Soit ‘ 
(1) L=o0 
une équation entre æ,,æ,:,...,æ, et une fonction z de ces variables, 
et supposons que cette équation renferme, en outre, z constantes x,, 
ss... Gn3 je dis qu'on peut en déduire une équation aux différences 
partielles du premier ordre, dans laquelle les constantes sont éliminées. 
En effet, en différentiant l’équation donnée par rapport à æ,, Zos +, Ens 
j'obtiendrai z équations que je puis représenter par 


dz » dz Lie ds — 
(2) Bree QE Tan rio a 


et en éliminant les z constantes Z, , x, , ..., n entre ces n équations et 
l'équation (1), j'aurai une équation 


s dz dz 
(3) (= Zis ++: Zm 3, ri ...3 T)=° 


l dé Du . ll dz dz dz 
entre æ,, La, ..., æ,, Z Ct les dérivées partielles EPA: + ADM T 


L'équation (1) a été appelée par Lagrange l'intégrale complète de 
l'équation aux différences partielles (3); elle renferme z constantes 


SECTION II. — SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS. 47 


arbitraires. Toutefois, comme nous verrons bientôt, une équation aux 
différences partielles du premier ordre possède une infinité d’intégrales 
complètes (Œuvres de Lagrange, 1. IV, p. 62). 

Définissons ensuite les intégrales singulières de l'équation (3). Ré- 
dz dz 
dx, dæ 
resteront les mêmes que précédemment, si l’on suppose encore z donné 
par l’équation (1), mais qu’on prenne pout «,, «a, au lieu de constantes, 
des fonctions de x,, a, à la condition de choisir ces deux fonctions 
comme il suit. On a, en mettant entre parenthèses les dérivées par- 
tielles, . 


duisons, par exemple, le nombre x à deux. Les expressions de 


da 
dz (S) dz dæ, dz dz, 


dæ, \ax;) ‘dx dx, da da: 


dz (dz dz da, -dz de, 
da) ‘de da de dx, 


La forme des équations (2) restera donc la même que précédemment, 
si l’on détermine &,, &, par les deux équations 


dz dz 
— = ——=0 


Donc, en éliminant &, et x, entre les équations 


dz dz 


EO N 


= 529 
on arrivera à la même équation (3) que lorsque &,, %a sont supposés 
constants. L'équation L = o est alors appelée solution singulière. 

Si nous regardons æ,, æ,, z comme trois coordonnées rectangulaires, 
l'équation L = o, dans laquelle «,, &, sont des constantes arbitraires, 
représente une infinité de surfaces et l'équation L =o, dans laquelle 
æ, 4 sont des fonctions de æ,, Xa, z, tirées des équations (4), repré- 
sente une surface unique qui est l'enveloppe des premières. 


2. Parlons ensuite de la so/utiôn générale. Représentons une inté- 
grale complète de l'équation (3) par 


(5) Flu, 2, 4 mi Mi ii, di), 


et cherchons quelles fonctions de æ,, 8s, s, æ,, 3 il faudra prendre 
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pour &,, 4, -s Zn, afin que cette expression soit encore une solution 
de l'équation (3). 

Regardons #, comme une fonction arbitraire de #,, %3, ..., @n-i, et 
posons è 


(6) CSC AE E à 
Si l’on considère g,, &:, *.., 4, comme constants, on a 
does Per si daro- aF dx, ; 
dx, dx; dx 


mais, Si &, 4, ... sont variables et fonctions de £, £a, s.. En, ON a 


da= Te de, + dm. + DE den 
dE dE de, dF dF don PS 
+(+ + Ta e) dat (TE + E Te) des + 


La différentielle dz conservera donc la même forme que dans le pre- 
mier cas, si l’on a les équations 


dP dP de dE dE dæ; _ 
(7) da; AE den de ~ A du, den dus EST 


et, par conséquent, les dérivées partielles de z resteront aussi les 
mêmes. 

Done, si l’on tire Zi, &,, <+., Zn des équations (6) et (7) pour les porter 
dans la formule (5), on aura une solution qui satisfera à l'équation 
aux différences partielles (3); elle porte le nom d’intégrale générale. 

La solution générale deviendra une solution complète si l'on prend 
dans la formule (6), au lieu d’une fonction arbitraire, une fonction dé- 
terminée renfermant x nouvelles constantes arbitraires aj, Qs, =., ap. 

Si l’on prend pour la fonction o une fonction déterminée renfermant 
un nombre de constantes arbitraires plus grand que n et égal à n +7, 
on dit que r de ces constantes sont superflues. 


3. On peut encore obtenir une solution dépendant des fonctions 
arbitraires de la manière suivante. 
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Reprenons l'équation œ 


(a) mL: store: LA D 
A Le a PET des AE pret fé 

et supposons la solution complète 

(b) EEO S EVA CO 2 ONE 


Imaginons que les quantités &,, &, ..., 4; deviennent des fonctions 
arbitraires des quantités restantes &4,, Gss, +, @n; puis substituons 
ces fonctions dans l'expression de z. Nous aurons, en différentiant z, 


dF F dF 
dz = 7e. dx + de, dx; +. «+ de; dx, 
| dF dF da i dF da, b dF e] 
GE daiz de days dé; daiga tog dæi dass re 
EP ( aE) Sd de. dE dm. dE du ] H 
dociys de days da; CETRE dæi diya Si 
Tee le vie D nee De Niels ete vis IN one N O ANE S 


les dérivées entre parenthèses indiquant des dérivées partielles. La 
différentielle dz conservera la même forme que si &,,, …, , sont des 
constantes, lorsque nous les déterminerons par les équations 


dr dE de, dF dar 
(= de dis FRE dan dizi 

dF dF da y dF dan _ 

daiya da, ddia nai dan daiya T 


Au moyen de ces équations, tirons &,,, -.., «n comme fonctions de Zis 
La, s.s, n3 portons ces expressions dans celles de &,, &a, ..., Qi; 
enfin substituons &,, :, . ., «, dans la formule (b), et nous aurons 
une solution de l'équation (a). 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces solutions dépendant 
de fonctions arbitraires, d'autant plus que, dans ce qui suit, nous n’au- 
rons à considérer que les solutions complètes. 
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kd 
ÈQUATION AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES D'HAMILTON. 


4. Nous avons vu (Section 1, n° 22) que, lorsqu'il existe une fonc- 
tion de forces, les équations différentielles du mouvement d’un système 
sont renfermées dans la formule 


8S(T+U)dt=0, 


où l’on prend l'intégrale depuis une valeur donnée + jusqu’à £ et où 
l’on suppose nulles les variations des coordonnées à ces deux limites. 

Supposons maintenant que les ðq; ne soient pas nuls pour les limites 
inférieure et supérieure 7 et ¿ de l'intégrale 


V=/S(T+U)dt, 
et posons 
T+U=P, d'où V=/fPdt; 


nous aurons, ne l'intégration par parties faite au n° 23 de la Sec- 
tion I, 


ir NP: Ve 5 dq; 
Aa dj Ôqi — Dr òq? + .fs(e-" d: AP 


en indiquant par l'indice o les quantités relatives à la limite inférieure. 
Les coefficients des òg; sous le signe f sont nuls et donnent, comme 
nous avons vu, les équations différentielles de Lagrange; il reste donc 


SV — dP, _VdP 
9 D qi D òq? ; 


orona 
IMIET : sap: 
pi= dq; a dq? 
on a donc 
òV = Èpièqi— 2p? òq; 
ou 


OV = pi òqı + paðqa + + + paÔGR — pi ògi — ps òq3 ++ -— Pk ÙQR « 


Quand on suppose les variations òg nulles aux deux limites + et 4 du 
temps, alors les constantes arbitraires introduites par les intégrations 
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sont complétement déterminées par les deux positions extrêmes des 
points du système qui sont données; mais, au contraire, si ces positions 
extrêmes sont arbitraires, les g; p; sont fonctions de ż et de 2% con- 
stantes arbitraires, V est une fonction de z et de ces 24 constantes, et 
la dernière formule représente la variation de V qui provient des va- 
riations de ces constantes. 

D'autre part, les équations intégrales, au nombre de 2%, nel 
les 24 quantités qi, pi, le temps ż et les 2% constantes arbitraires. On 
peut remplacer ces 24 constantes bas les valeurs initiales des quantités 
Qi Pis qui sont MTS pir q, p? 3 on a alors 2% équations entre les 
2k quantités g;, pi, les g°, p? et t. Les p;, p? peuvent donc être expri- 
mées au moyen des g;, q? et de ż; ainsi V peut être réduit à une fonc- 
tion de gis qas +, Grs de g?, q3, ..., q? et de z. Si l’on fait varier cette 
expression de V, en laissant z invariable, on a 


av dy No AVR yapaa ATV 4 
ovis dq. — ôq + T Lage + ‘du Òga + dq; ogi ge ols nOA i; gr 


Si l’on compare cette expression de dV à la précédente, on a 
p 


dYe dv 
dqi Pis de — Pis 


pour ¿č = 1, 2, .…, k. Or P est la dérivée totale de V par rapport à 4; on 
a donc 


dt dqi dt — dt 
ou 
dv 
ETRE o= 
en faisant 
0= 2 pigi — 


Cette expression de ô donne 
Va — (T+U)=2T—(T+U)=T—-U=H. 


Or cette expression de Ô ou de H peut s'exprimer par les seules quan- 


: d 
tités t; qis us + Qo Pis Pas «+s Px OU Par t, qis Jas s Jh A ee., 


Je 
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dq 
mier ordre 


dV en sorte qu’on a cette équation aux différences partielles du pre- 


av i(i Sn app 
TRS (i a q3 -+ hs dq? dj’ 2 dd 0, 


qui a été trouvée par Hamilton. Cette équation est satisfaite par 
V= f(T- U) dt, 


® 

qui renferme les # constantes arbitraires g®, q3, ..., qf; si l’on aug- 
mente V d’une constante, il satisfera encore à cette équation; on aura 
donc une solution qui renferme #+1 constantes arbitraires, c'est- 
à-dire autant qu'il y a de variables : cette solution sera donc une inté- 
grale complète. 

Si l’on pouvait obtenir cette expression de V, on aurait, d’après ce 
que nous venons de voir, en vertu des équations différentielles du 


mouvement, 
EAN, 
agi T4 dg? =R 


et les secondes de ces équations, en nombre égal à #, seraient les in- 
tégrales du problème. 


Analogie des équations du problème des isopérimètres 
et de celles de la Dynamique. 


5. On peut étendre les résultats précédents au problème qui con- 
siste à trouver le maximum ou le minimum d’une intégrale 


M= R dr, 


où P est une fonction de # variables g,, go, ..…, qa et de leurs dérivées 
par rapport à £. 
En égalant à zéro la variation de cette intégrale, on a, d’après le 
calcul du n° 23 (Section I), les $ équations 
dP 
A ag _ de, 
dt dq: 
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¿ ayant les valeurs 1, 2, ..., Æ. Introduisons les variables 
— dP . 
(2) nie: FA 


la formule (2) fournit # équations qui permettront de calculer les dé- 
rivées q; en fonction des ga ps; introduisons ensuite la fonction 
(= = pig: = P; 


On aura 
00 = Eq dpi + Z piðq; — òP, 


€ dP\ s CUP 
=D (F) òqi +X p di — 7 àl, 


la dérivée mise entre parenthèses rappelant que P est considéré comme 
fonction des q; et g;; on en déduit 


= ; dP 1PA 
= go (de) dqi— Tr òt. 


D'ailleurs, si 0 est regardé comme fonction des g;, p: et de £, on a aussi 
00 = rt dpi +- i qi + p òl. 
Pi qi t 
En comparant les deux valeurs de 09, on a 
, db ta do dP_ d0 


err ET a Med cd 


Les deux premières de ces équations, en ayant égard à (1) et (2), de- 


viennent 
dq: dû dpi _ dû 
EDN i A A, 


et, en y faisant — 1, 2, ..., k, on obtient un système d'équations ca- 
noniques dont dépend le problème proposé. 
Sur différentes manières d'exprimer la fonction V. 


6. Ona 
at 
vz (T + U) dt, 
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et, comme on a T — U = X, d’après le principe des forces vives, on 
peut donner à V les deux formes suivantes 


t t t 
yaf (2U + A) dt = 2 f U dt + ht, Val T dt — ht. 


Posons 


t LE 4 
Dh Ta =a | Udt+aht; 


V=W— ht. 


il en résultera 


Considérons -un système libre, et supposons que la fonction de 
forces U soit une fonction homogène du degré g; on aura 


su (dl er ra: EE A 


dz 


le signe X s'étendant à toutes les coordonnées x, y, 
On a donc 


z des masses m. 


E Sf SC; SER Fe +e p) d taht 


Ù Ty d. 
Or on a 


du _ dé dU_ dr du, ds 
dns dinde. odh 


æ', y', 3! étant les dérivées de æ, y, z par rapport à #, et il en résulte 


t 
(1) = Z Xa f (xdx'+ ydy'+ zdz’) + 2ħt. 
d 7 7 


On a ensuite, par l'intégration par parties, 


re [" (xdzx'+ y dy + zdz') 
a =X (xx + + 23! )— X, mad + bb'+ cc" zaf Td, 


a, b, c, a, b', c' étant les valeurs initiales de x, ÿ, s, 2, y'8 
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Comme on a 
t 
(3) alj) Tdt=W, 


en substituant (3) dans (2), puis (2) dans (1), on aura 
2+g 


= Wagh + Em(xz'+ yy'+ 23!) — Ém(aa'+ bb'+ cc'). 


Dans le cas où l'attraction entre les différentes masses m a lieu sui- 
vant la raison inverse du carré de la distance, on a 


r étant la distance entre m et m,; U étant une fonction homogène de 
degré — 1, on a g= —1. Il en résulte 

$W = — + Em(xz' + yy'+ 33!) — Em(aa + bb'+ cc'). = 
Dans le cas d’un seul point attiré vers un centre fixe, supposé à lori- 
gine des coordonnées, si l’on pose 

OEIS PERTE T:, 

et qu’on désigne par 7’, r, la dérivée de r et sa valeur initiale, on aura, 
en prenant pour unité l'attraction du point fixe sur le point mobile à 


l'unité de distance, 
U= LW=—ht+rr— nr, 
r 


SUR L'EMPLOI DE L'ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES D'HAMILTON 
POUR INTÉGRER LES ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 
7. Nous allons nous occuper du théorème suivant, dû à Jacobi : 


Soit l'équation aux différences partielles du premier ordre 
q P P 


dv uli aV UN Eni ANN 
(1) di -+ , qu VED en qe dge dq: , dqi = 0, 


qui ne contient pas V explicitement et semblable à celle d'Hamilton. Sup- 
posons que nous ayons obtenu pour V une solution complète de cette équa- 
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tion, c'est-à-dire une solution qui contienne, outre la constante liée à V 


par addition, encore k constantes arbitraires Oy, Os, ..., Or Alors les 
équations 

dv dv dv 
(2) de Pn PR LS og da Pr 


où (Bi, Bas +. Br désignent des constantes arbitraires, avec les équations 


3 PA ARRET in 
( pe: me 2 2 EN TV 


forment les intégrales du système d'équations différentielles 


dqi __dH dpi  dH 


où ia les valeurs 1, 2, …, k, et où H représente la fonction 


H(t, Qu Qu +.» Ah Po Pa pa). 


Ce théorème, dans le cas particulier où les constantes &,, Zs, «is r 
représentent les valeurs de g,, ga, ++» gx pour ¿ = o, appartient à Ha- 
milton et a été donné au n° 4. 

1° Démontrons que les équations (3) sont satisfaites en vertu des 
équations (4). Si nous différentions l'équation 


dv 
dq: = Pi 
nous avons 
diene ay done ona d 
-Andis dgidq dé dqidgi dt." "dt ODA 


et, en vertu des équations (3) et (4), 


dV _ dHdp, _ dHdp di, 


dqidt FE dp: dqi dD dqi a dqi 


Or cette équation est satisfaite, car V satisfait à l'équation (1), et, en 


différentiant cette équation par rapport à g;, on obtient l'équation 
précédente. 
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2° Démontrons que les équations (2) sont satisfaites en vertu des 
équations (4) et des équations (3) qui en sont la conséquence, d’après 
ce que nous venons de voir. Posons 


x étant une quelconque des constantes &,, Zs, ..., &, et démontrons 
que f est constant. Nous avons, en effet, 


$ ŒV ié ŒV dq ŒV dq 
~ dadt dadq, dt  dadq, dt 
So ŒV  dp, di dp, d Wd 
—dadi da dp, | danda a AE a n) =o. 


8. On peut encore démontrer ce théorème en prouvant de la ma- 
nière suivante que des équations (2) et (3) on peut déduire les équa- 
tions (4). 

V est fonction des variables g,, ga, ..…., gr, des constantes &,, Cas s., 
a, et de £. Désignons en général par d la caractéristique de la variation 
d'une fonction de ces quantités quand on fait varier toutes ces quan- 
tités excepté 4. On a l'équation 


3 (dY\ (2 
PA Eu A) 


les parenthèses étant mises pour représenter des dérivées totales. Or 
on a, en se servant des équations (3), 


(Hed AX sd sions 1 AN 
a dq, dt dgy dt 
= -B+p h lui. gop; 
et, par suite, 
(a) (Fan n g = ap 
+ A òp. +.. + i LE opa + po Yi ME. + prod. 
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D'autre part, en se servant des marre (2)et (3), ona 


AV dy se 4 
V= dq. oq, SeS -5 Ta, 2 deb: rA a, Ja +. ERRIO dax 
Rs +. 0 + Pa dou, 

et, par suite, 

dòV dp, dpi dog dà 
(b) (E g an Oqi + PE e HP E 
En égalant les expressions (a) et (b), on a l'équation 

dq, ` ; dq ` dp, ` dpi Ta 

de P +... + WE opk — PT ogi — es 1m PTE Òi = OH: 


qui renferme toutes les équations (4), parce que les variations dg;, dp, 
sont indépendantes. 


9. Nous venons de supposer que V est une solution complète de 
l'équation (1), renfermant # constantes arbitraires. Mais le raisonne- 
ment que nous avons fait pour prouver que les équations (2) sont des 
intégrales des équations (4) s'applique entièrement au cas où la solu- 
tion V renfermerait # + r constantes arbitraires, et par conséquent 
r constantes superflues; en sorte que, si &, Xs, +, par SODÉ Ces Con- 
stantes, les équations 


dv dv dv 
(e) du = Br das =. Pa» e Aky- 


— Dr hrs 


OÙ Bis (Bas +. Brar désignent des constantes arbitraires, seront des so- 
lutions des équations (4). Or, comme ces équations doivent se réduire 
à # distinctes seulement, il doit exister r relations entre les quantités 
Bus Bas se, Bar. C'est ce que l’on peut vérifier de la manière suivante, 
Représentons l'équation (1) par 
(d) gfb qu g» + qu re =A 
dt dq dq dqi 


Supposons que & soit une constante arbitraire renfermée dans V, et 


posons 
| av à 
dan 
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posons aussi 
ay = av à ps 
Un DA a pi 


En différentiant l'équation (d) par rapport à «, on a 


do. dw pido dpi au de Pari de. dpr o 


do da ‘ dp da E aps dei seyd dei: 
ou p 
e) d da, de dh, de db, | de dé. 
dw dt. dp, dqi  dp; dqa. `° ` > dpi dqr 
Liesdérivé do. do pde dësh d 
scene ARE 7 sont dés fonctions connues de z, gi; gs... 


qr, puisque l'expression de V qui entre dans la fonction o est supposée 
connue, et l’on voit que les fonctions B,, Ba, ..., Brar sont solutions 
de l'équation aux différences partielles (e): or cette équation ne ren- 
ferme que # solutions distinctes; donc il existe r relations entre les 
premiers membres des équations (ce). 


10. Cas où l'équation aux différences partielles renferme une dérwée 
partielle par rapport à une variable, sans renfermer cette variable. — 
Soit l'équation aux différences partielles du premier ordre 


es dy 


dv 
Der pond A vs Y'A Fs as ane, n) 109% 
dq) dq: dqu 


qui ne contient pas la. variable q, explicitement, et dont on veut obte- 
nir une solution complète. Pour cela, on posera 


a étant une constante arbitraire, et, par suite, 


V = aqı —+ W, 


W étant une fonction de gs, gs, =+, gns mais qui ne renferme plus g;; 
il en résultera 
r( dW dW 


a o eo q D We h) =o 
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Supposons qu'on trouve pour W une solution complète de cette équa- 
tion: elle renfermera z — ı constantes arbitraires, en comptant la 
constante additive; donc l'expression de V en renfermera n et repré- 
sentera la solution complète de l'équation proposée. 

On procéderait de la même manière pour les autres variables qui ne 
se présenteraient pas explicitement dans l’équation donnée. 


11. Reprenons l'équation aux différences partielles d'Hamilton 


Win dv dv .. dv —0 
di lo Jo =” h dg dq’ ay dar ==0, 


dans laquelle nous supposons que 4 n'entre pas explicitement, en sorte 
que le principe des forces vives a lieu. 
Posons, en désignant par À une constante, 


(i) AEAN VELHM EN, 


W étant une fonction qui ne renferme plus {; nous aurons l'équation 


u NE ENT) 
Caa oiinadi a SPA tive, A2, COL)" E 


Si l’on remarque que l'on a 


= WL, dW aW 
\ dq, = Pis dq: = Pa ...}3 du = Ph; 


on voit que cette équation n’est autre que celle des forces vives. Sup- 
posons que W représente la solution complète de cette équation; elle 
renfermera, outre À et la constante additive, un nombre # — 1 de con- 
stantes arbitraires &,, s, ..., ay» Les intégrales du premier ordre des 
équations différentielles de la Dynamique seront les équations (2), et 
leurs intégrales du second ordre seront 

dv dv dv dv 

a? da, — 1» da: — . z = 
z, bis bas se, br étant des constantes arbitraires; et ces équations 
peuvent s'écrire 


dW dW dW dW 
t — D ya 7 a bi 


Mn Po Co 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE f 
A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 


12. Soit l'équation aux différences partielles 
(1) Fix, y, 5, pq) =0,; 


dans laquelle on a 
dz dz 


Pr dy À 


Lagrange a donné, pour traiter cette équation, une méthode par la- 
quelle on cherche à déterminer p et g en fonction de +, y,.:, pour les 
porter dans la formule 


(2) ds = p dx + q dy, 


qui devient alors intégrable (Œuvres de Lagrange, t. HI, p. 549). Voici 
cette méthode avec les améliorations qui y ont été apportées depuis. 

Si les valeurs de p, g étaient connues, en les substituant dans l’équa- 
tion (1) on aurait une identité. On peut donc égaler à zéro les dérivées 
de l'équation (1) par rapport à æ et z, et l’on obtient 

dE., dE dp dE dg 
dp dx dq dx 
dF. dF dp | dF dq 


dz dp dz dj dz ~ 


= 0; 


De plus, la condition d’intégrabilité de lexpression (2) donne 


: dp  dp _dq Ag 
dy dz 17 dx dz 


en éliminant p dg entre les trois équations, on a 
q 


dæ dz 
dE dp dF dp dF dF\ dp , dF dE 
(3) dp dx ` dq dy PTH) + T Pa 


Remplaçons, dans cette équation, g par sa valeur tirée de l’équa- 
tion (1); alors on pourra déterminer p en fonction de æ, y, z par une 
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équation aux différences partielles, linéaire et du premier ordre; puis 
on aura g par l'équation (1). Enfin, en substituant ces valeurs dans 
- l'équation 


(4) ds — pdx -- qdy—0, 


elle deviendra intégrable. 
L'intégration de l’équation aux différences partielles (3) se déduit, 
comme on sait, de celle du système d'équations différentielles simul- 


tanées 
dži! dy dz — dp 


dEi dk dk dE ME- AP 


dp. s dgis P dpe Tag :.dz Pas 


où q est remplacé d'après Péquation (1). 

Soit 
(5) Oltar zp) =a 
une intégrale de ce système d'équations, a étant une constante arbi- 
traire; cette équation satisfera aussi à l'équation (3). Les quantités p, q 
tirées de (x) et de (5) renfermeront la constante arbitraire a, et l'ex- 


pression de z renfermera la constante a et une autre constante arbi- 
traire; c’est donc l'intégrale complète de l'équation (1): 


13. Considérons le cas particulier où z n'entre pas dans l'équa- 
tion (1), en sorte qu’elle se réduise à 
F(x, 7, p, 4) 0; 
alors p, q ne seront plus fonctions que de æ et y. 
Les équations linéaires précédentes deviendront 
dz ar CAN as dph — dq 
aE = aR UP UET AE = aE 
dp eda, eeoa Une dx. dÿ 
le dernier rapport pouvant être ajouté par analogie. En supprimant le 
troisième rapport, on a 


(a) aP aR T dPTi dr 
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Il en résulte le théorème suivant : 
Soit l'équation aux différences partielles 
(b) F(æ, y, p, q)=0; 
Jormons les équations différentielles (a). Si l'on connait, outre l'inté- 
grale F — o de ces équations, une seconde intégrale 
(e) Olx, y, p, q) =a, 
il suffira, pour obtenir une intégrale complète de (b), de tirer p, q des 
équations (b), (c), pour les porter dans la formule 
(d) 3 = f(pdz + qdr) 


etde faire la quadrature. 


' 


14. Si l'on désigne par dz la valeur commune des rapports (a), on a 
ces équations canoniques 


dx _.dF dp dr 


dts dp Mat 7 dx’ 
Ps LE oral LE 
df ? dg dt, dr 


D'après ce qui a été démontré au n° 11, l'expression (d) de s étant une 
solution complète de l'équation aux différences partielles (b),si l’on 
pose 

F= f(x, y, ps 4) — h, 

h étant une constante, les équations où + et b sont des constantes arbi- 
traires, 


le) -r ebk eE 


sont des intégrales des équations canoniques; en y ajoutant les deux 

intégrales t 
Jen p g)= h Olz, Yy EE 

on aura toutes les intégrales des équations canoniques. En en sup- 

primant la première des équations (e), on aura les intégrales du sys- 

tème (a). 
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On peut appliquer ce qui précède aux problèmes de Dynamique qui 
ne dépendent que de deux variables æ, y. L'équation des forces vives 


T—U=h, 


dans laquelle on remplacera les variables conjuguées de æ, y par p, 
q, tiendra lieu de l'équation (b) ou 


Fl P =e 


On voit done que, si l'on connait, outre l'intégrale des forces vives, 
une seconde intégrale, on en pourra déduire les deux intégrales res- 
tantes. 


CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE ET SUR LES CONDITIONS D'INTÉGRABILITÉ. 


15. Soit l'équation 


dv dV. dv 
(1) F(v, dq dq: ASS dqa qi qz» ., q)= 0» 
qui contient la fonction V elle-même; on peut toujours lui substituer 
une autre équation qui ne renferme plus la fonction elle-même, à la 
condition d'avoir une variable indépendante de plus. 

En effet, désignons par 


(qu qis CRE | da V= O0 


l'intégrale de l'équation (1); en la différentiant par rapport à chacune 
des variables indépendantes, on a 


do  dædV,_ * do dû dV 


dy dY da eoe dgy CAVA 


ou 
dV do do ‘ dV O do dô 


dq dq\' dy’ U: i dq ` dV’ 
et, en portant ces expressions dans l'équation (1), on aura 


d9 d9 d9 - d9 ) 
> z -s Qa) =0. 


F(v, “dp dv’ — dq’ dV’ K Qi A » 
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On obtient ainsi une équation aux différences partielles du premier 
ordre, dans laquelle g,, ga, .--» gns V sont pris pour variables indépen- 
dantes et 9 pour fonction; et cette équation ne renferme pas 6. 


16. Il suit de là qu’on peut supposer que l'équation (1) ne contient 
pas la fonction V, et la représenter par 


(2) (Te dv dV 


? dq dqa 242 dq dus Qu “ses DES 


Si nous posons, en général, 


dv 
dqi = Pis 
elle deviendra 
(3) (Po Pas es Po Gus Qu -> es Qn) = 0e 


Cherchons une solution complète de cette équation, qui renfermera 
n — 1 constantes arbitraires di, as, s., An- 
La différentielle de la fonction V est donnée par la formule 


EH dV'= pı dq; + pi dqa +...+ Pa dga. 


` Proposons-nous, d’après Jacobi, d'obtenir, outre l’équation (3), 
n — ı autres relations entre les n quantités p,, Ps, ..., p, et les va- 
riables Jo Gase qu dë manière à pouvoir exprimer ces n quantités 
au moyen de ces variables. 

Pour que l'expression (4) soit une différentielle totale exacte, il faut 


n(n 


— 1) À sge 
que les ne équations de condition 


dp; _ dpi 
(5) da dq 
où č et k ont les valeurs r, 2, 3, ..., n, soient remplies, Ce sont donc 


ces équations qui doivent déterminer p,, ps, ++» Pn en fonction de q,, 
Gas. qm et alors on aura V en intégrant la formule , 


V= S(p dq, + pı dq: came «+ Pa dqa). 
Écrivons l'équation (3) sous cette forme 


i H(qo g» + Qm Po Pas +s Pa) = & 


66 DYNAMIQUE ANABYTIQUE. 


a étant une constante, et supposons que la fonction V soit connue; le 
système des n relations cherchées équivaut aux équations 


LE av (Age 


poid 
to don" 


Ces n équations renferment les n —1 constantes arbitraires @,, @, .…, 
an-ı» et de plus la constante a, et, si l’on résolvait ces équations par 
rapport à ces constantes, on aurait les équations 


(7) H=a Hia e OS" 


dont la première ne serait autre que l'équation proposée. De plus, si 
l'on substituait les expressions (6) de pi, pa, .… dans les équations (7), 
elles seraient identiquement satisfaites. 


17. Soient u, deux fonctions quelconques des variables qis Pis ct 
posons généralement 


[ Rats dv du dy vs du dv 
tw e= agp dp à da dpe E T Uga dpa 
du dv du dv du dy 


dpa dqa’ 


nous allons démontrer lé théorème suivant : 


Soient ® = 0, Y =o deux combinaisons des-n équations (7) qui déter- 
minent Pis Par cs Pn en fonction de qi, us ++. ns de telle sorte 
que pidqi + Pa da +: + pn dgn soit une différentielle totale exacte, 
l'équation [®, Y] =o a lieu en vertu des mêmes équalions. 


Si l’on substitue les valeurs de pi, ps, ..., p, tirées des équa- 
tions (6) dans les équations ® = o, W = o, elles seront identiquement 
satisfaites. Et, en différentiant ensuite une de ces équations par rap- 
port à une des variables q;, on aura encore une identité. En difléren- 


, 


tiant ainsi l'équation ® = o par rapport à g;, on aura 


dẹ dp, , dd dp: d® dpa ab — 
dp, dg dp dq 0} dpa dq ag” 
> ou R 

O db dp db |. 


- dpr dqi M7 TA 
=4 
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En différentiant de même ¥ = o par rapport à gx, on aura 


Ç AY dpi _ dY 


=- = 0. 


2 dpi dq ` dq 


Multiplions la première de ces deux équations par T et sommons 


par rapport à ¿ depuis ı jusqu’à z; multiplions la seconde par A et. : 
sommons par rapport à Æ depuis 1 jusqu'à z; nous aurons ces deux 
équations 


i=n K=n 


D D dy do dp; D dY db 
dpi dpi dqi dpi du 


izi kei 


kæna i=n = 
D AY dẹ dp: a dy 
S dpi dpi dqa Ep dpi dqa 

=t 


A'=1 i=t 


= 


En retranchant ces deux équations l’une de l'autre, on a 


C Ca do (a d) E Siet db dY dp ) 7 


- a dpi dpi da da dpi dqi TA dqi dpi 


(8 
(8) - dqi dqu 


Or on a ae 


pour toutes les valeurs de x et #; donc il reste 

Ñ /d¥ db dy ie 

> dpi dqi ki dq: dp 7 

i=1 
ou [®, Y] = 0. Donc cette équation a lieu en vertu des équations (6) 
ou (7), c'est-à-dire qu’elle résulte de la combinaison de ces équations. 

Prenons pour ® = o, W = o deux des équations (7), H, = a,, H,=a,, 

nous aurons l'équation 
Š ; [H,, H,)—0; 


cette équation ne renfermant aucune des constantes a, a,, ...,4a,_, NC 
peut être qu’une identité. Il en résulte ce théorème : 


Soient H, = a,, H, = a, deux des n équations, résolues par rapport . 
9 ‘ 
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aux constantes arbitraires, qui expriment que p, dq, +... + p,dq, est 
une différentielle totale exacte, on a identiquement 


[H, H,] = o: 
18. Occupons-nous de la proposition réciproque. Soient 
(9) Ho RNS 09 a EE 


n équations, d’après lesquelles on peut considérer p,,-pPz» ..., Pn 
comme des fonctions de qı, ga» «++, Jn» et Supposons que toutes les 


équations 
(H,, H,]=0, 


où r, s ont les valeurs o, 1,2, ..., n— 1, soient satisfaites, je dis 
que pı dg, +... + p, dg, est une différentielle totale exacte. 

En traitant les deux équations H, = a,, H, = a, comme nous avons 
fait ci-dessus pour ® = o, ¥ = o, nous aurons l'équation 


i=n kan 


dH, dH, gpi GPe) E 
| À ap dpi & dge ed mg 


i=1 


qu’on déduit de l'équation (8) en mettant H,, H, au lieu de ®, W. Les 
termes de la double somme, pour lesquels à est égal à #,-sont nuls, et 
ceux pour lesquels ¿ et Æ sont différents peuvent se grouper deux à 


z $ d $ 
deux, de manière à avoir le même facteur A _ a et l’on a 


dĦ, dH, dH, dH, dpi dp H 
A (a dpi dr De (Z rl + [H,, H,]= 0 
en donnant dans la somme à à les valeurs 1,2, ..., n — 1, et à 4 les 


valeurs + 1, i+ 2, ..., n. En prenant pour H, H, deux quelconques 
des fonctions H, H,, ..., H,_,, on.conclut de cette formule pif) 


, . UE: | °: T5 nin —1 
équations distinctes; elles renferment linéairement les RE) 


quan- 


tités 
dpi _ dp, 


dq dq: ? 
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: n(n—1). . 
on en conclut que, si l'on a les HUE équations 


[B,, H] = 0; 

on a aussi les 2% =") équations 
dpi La dpi as 
dqgx dqi * 


qui prouvent que l'expression p, dg, +... + p,dq, est une différen- 
tielle totale exacte. 

Dans la démonstration précédente, nous avons admis implicitement 
que le déterminant des équations précédentes du premier degré n’est 
pas nul. Or on peut facilement démontrer que ce déterminant n’est pas 
nul, si les fonctions H,H,, ..., H,_, sont indépendantes, et, par suite, 
si les z équations (9) sont distinctes, en sorte qu’on en puisse tirer 
Pis Pas ces Pn EN fONCUIONS Aegis gas 2e Qne 


SUR LES INTÉGRALES SECONDES DES ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 


19. Supposons que nous soyons parvenu à déterminer les équations 
(1) HEC Hi, HUE 


qui expriment que p, dg, +... + p, dg, est une différentielle totale 
exacte, et dont la première était donnée, Posons 


V =p dq, -H.+ Pn dqn ls 
nous avons une solution complète de l'équation 


dv dV dv 
"(g VERI ses Qu dq dq ES dq. =â, 


qui est l'équation H = a, dans laquelle on a fait 


dv dv 
(2) RS PE S 
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d’après ce que nous avons vu (n° 11), les équations 


dg, dU dg;__  dH dgra AH 

| Fier dp. Ua dp? AE Proc dp.” 

(3) dp a ANE df E: 
nt o A TA 


ont pour intégrales les équations (1) qui reviennent aux équations (2), 
et, de plus, les équations 


LAEE A AASIA ele AV Li 
da da, 


où b., ba, .., bn sont des constantes arbitraires, et qu’on peut écrire 


[CE dq + Je dq: +.. hia T dn) = +0, 


a 
dpi Fa Pp T 
si | (SEE da. + E au + + Drag) = bis 
dy, dp: 
NE dgis P dq+. + E dq) = A 


ET dote ete ete or ele le E E O E je 10:90 0-61 07e 


Il est d’ailleurs évident que, pı dg, +...+ psdgs étant une différen- 
tielle exacte, sa dérivée par rapport à une des constantes a, az, ... 
l'est aussi et que les premiers membres peuvent s'intégrer. 

On peut encore démontrer ces équations (4) comme il suit. Si l’on 
suppose qu’on remplace dans l'équation H = a les p; par leurs valeurs, 
l'équation sera identiquement satisfaite, et en la différentiant par rap- 
port à a;, on aura 


dti dpi | dH dp: | i dH dpr 
dp, maA dp: dm F dpi dai 


puis, d’après les équations (3), 


2 de dpn HAN 
= di + Ta. ; dq: + Pua PER dqa = 0; 


en intégrant, on obtient toutes les équations (4), sauf la première. 
Pis Pas. peuvent être considérés aussi comme fonctions de a, et, 
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en différentiant l'équation H = a par rapport à a, on aura 


dE, dpi. dE dpa ge eee CUP i 


She RE ns = 
dp, da dp: da dpa da 4 
en nous servant des équations différentielles, nous obtenons 


fé dm dg -dpa dqe 


da dt da dt 


č 
FAQ 


multiplions par dt et intégrons, nous aurons la première équation (4), 


\ 


Ré dp, dp: 
tb MEAE: A dpt... ). 


20. Nous avons supposé, dans les considérations qui précèdent, 
que Hest indépendant de z ou que le principe des forces vives est appli- 
able; il sufit d'une légère modification pour les étendre au cas où H 


‘contient 4. - 
Concevons done que H contienne #, et qu’on ait obtenu les x inté- 


grales 
(5) p—=4, Q= is eeg Qui = Ani 


des équations (3), alors si les premiers membres de ces intégrales 


SER 


: n(n se r 
satisfont aux ———— conditions [9,, 9s] = 0, l'expression 


(6) dN = prdq: + ps dqs + + pa dqa — Hi dt, 


où H, est la valeur de H dans laquelle on a remplacé les p; par leurs 
valeurs tirées des équations (5), est une différentielle totale exacte. 
En effet, d’après ce qui a été prouvé ci-dessus (n° 18), 
Pi dqi +++ + Pa dqn 


est une différentielle totale; il reste donc à démontrer que l'on a 


nes 


pouré=1,2,.…, 2, la parenthèse du premier membre indiquant une 
. dérivée partielle. Or on a 


dA, _ dĦ  dH dp, i dH dpa __ dpi dq, dp 


a PE Ai A E a dps 
dqi dqi dpi dqi ab UPAG ARE d dédie ese dt dqe 
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et, d’après l’intégrabilité de p; dg, +... + p,dqn, il en résulte 


dĦ, __ dp: dpi; dq dpi dn. 
dg dt z5 dq, dt ESS dqa dt ? 


or on a 
dpi (1) dpi dq, TEREE dpi dqn. 


dt \dt dq, 7: RER, dqn dt? ° 


on a donc bien 


L'expression (6) étant une différentielle totale, on a 


av" av _ W_, CE iQ à 
dg, Pr dar ...} dp Re dt GTS = . 


Dans la dernière de ces équations, remplacons p, pz, ... par leurs 
valeurs tirées des premières, nous aurons l'équation aux différences 


partielles 


dY eni dV dy ` 
dt E NEE E MON E Deedar 


) = 0; 


et l'expression obtenue pour V qui renferme les z constantes arbi- 
traires a, &,, .…, An- et la constante additive qui provient de la qua- 
drature sera une solution complète. Donc, d'après ce qui a été dé- 
montré (n° 7), les dernières intégrales des équations canoniques sont 
ARIE AY b dv 


ri Aken IA SN T Én 


= DE . 


Ce théorème a été donné par M. Liouville en 1853 ; il est plus général 
que celui qui fait l’objet du numéro précédent, obtenu par Jacobi en 
1843, mais publié seulement en 1866 dans son Ouvrage sur la Dyna- 
mique. 


Sur un théorème de Jacobi. 
21. Soit V une fonction des quantités 


Qu qis ...9 dns dis di of Üns 
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et posons 

ii 2 Pl p into av _ 

\ dq, = Pis dqa = Pi RGO ) dja Tain 
dv dv dv 

{ cl A a pd i, CE 

(2) da — bi dars bas er a AAN bi. 


Au moyen des équations (1) et (2), on peut exprimer les qi, pi en fonction 
des a, bi, et par conséquent former les dérivées des premières quantités 

par rapport aux secondes, ou on peut exprimer les a;, b; en fonction des 
Qi, Pi, et, par suite, former les dérivées des ai, b; par rapport aux qi, pi. 
Cela posé, on a les quatre équations 


db, — dpi, db; EE 19) dqi 

(3) dq du dp da 
dar _ _ dpi, dar = 4, 
\ dqi — di’ dpi — dbg 


pour iiet-k égaux à 1, 2, .…., n. 


Différentions les équations (1) par rapport à g; en regardant a,, 
dy, «ss, An COMME fonctions de gi, qa, +, Qns et NOUS aurons 


d'y ŒV. da 2. _ŒN_ da, se 

dq dqi + ida da dqi  dqida di a SE? 

LV d'V da VEA da, A und 

(4) | dqıdqi + Iq da, dqu dq: da; dqi es 
Seat SUR ee N D MR te bete A 

dY ŒV da ŒV da, ak 


\ dqudgi ` dq, da dq dqa da, dq: 


Différentions ensuite les équations (2) par rapport à &, en considé- 
rant gis Jas +. qn Comme fonctions de ai, a, .., Ans Bis ba, c.i, Ons et 
nous aurons 


dV ia aN  dq, dV dq: Ly 
da, day da, dq day da, dq, dax Pat 
dY d'V a d'V dq 
(5) | da, dar + da, dq, da + da dq: dar Snai 


LV d'V dq ËV dq: HALLE 
| da, da dat: dar da, dq, dax ” da, dgiidak TOI TU 
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sites yes LU PERS dq, dq; dqn 
Multiplions le$ équations (4) respectivement par da da Era 
et ajoutons; nous aurons, d’après les équations (5), 


CY dq, LY dg, a ËN dqu 
dqıdqi day  dq:ıdqi day ©  dqndqi da 
EV dass dVs de, 7 PNA 1 
~ dadar dqi dada dq °> dada dqi 


y 
-—— et nous 
Ak 


è J i d 
ajoutons et retranchons au premier membre le terme agr 


voyons que celte équation peut s'écrire 
Hrrequn 
dax ue dqi f 

ce qui est la première des équations (3). 

En différentiant les équations (1) par rapport à p; les équations (2) 
par rapport à ap et opérant sur les deux systèmes d'équations obtenues 
comme sur les équations (4) et (5), on a 

dqi Sa 
dar “dpi 


En différentiant les équations (1) par rapport à g; les équations (2) 
par rapport à by et procédant comme ci-dessus, on a 


Enfin, en différentiant les équations (1) par rapport à p;, les équa- 
tions (2) par rapport à b, on obtient 


dqi _ du. 
dbs dpi 


Sur les intégrales des équations canoniques que l’on déduit d'une solution 
complète de l'équation aux différences partielles d’ Hamilton. 
22. Soit le système des équations différentielles canoniques 


dqi -dH +- dpi dH 
dt Tr dpe dt Ça dqi 


SECTION II. — SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS. 75 


où čest susceptible des valeurs 1, 2,..., n. Si l’on obtient x intégrales 
de ces équations 


` 


(x) 9 = 4, Qi = di, 9 On = Anis 


dont les premiers membres satisfont aux équations [9;, 9s] = o, alors, 
en tirant Pi, Pas «t» Pn A8 CES intégrales pour les porter dans l’ex- 


pression 
pi dqi +... + pu dqu — Hdt, 
cette expression sera une différentielle totale dV (n° 20); on aura donc 


(a) ge LAPS RANCE CONS à 
\ dit Je À | dise e 7 FLE , 


en sorte que l'expression de V satisfait à l'équation 


cs: UE T Do es me) = 
“nca N qu Qu A0 s Qw dq dq: EG di) =° 


eten est une solution complète, et les intégrales des équations cano- 
niques sont les équations (r) et les équations 


avii Là dv dv 


(3) Ja 0) ue JE A TN E 
b, bi, .…, bn étant des constantes arbitraires. 

Dans les premiers membres des équations (3), remplaçons les con- 
stantes a, ais s.s Any, Qui s’y trouvent, par les fonctions 9, Qis + 
On- et désignons ce que deviennent les premiers membres par 9, 
Pas ee Pa DOUS aurons, au lieu des équations (3), 


g= TE N PE ; E Oii 


Nous pouvons sans inconvénient représenter les fonctions qui forment 
les premiers membres des équations (1) par @, Ai, +++, Ans Ct de même 
nous pouvons représenter par b, bi, .…, b,_ les fonctions 9’, Dirt 


9u» D'après les équations (2) et (3), les a; b; sont fonctions des g;, 
10, 
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Pi, et réciproquement, les g;, pi sont fonctions des a;, bi, et, d’après le 
numéro précédent, on a les formules 


db, + dp; et Fe dq; 


dqi da dpi da 
de nds Ci 
dqi db dm dh 

Or on a 
da, 


das da, dq; q des dpi 
dax 


dq: dax T dpi das]? 


da, 


das da, dq; da, d dpi 
dby 


dqi db — dpi dbr 


dax dqi da, dpi du 


> dar) 
=> da) 
db, es 2 dq: db, dj; 
D ) 


La première de ces quatre équations donne, d’après les formules pré- 


cédentes, 
ed (me + Qu De) = Lo a] 
dar FE A dqi dpi dpi dqi i | ol 


et les trois autres donnent de même 


da, 


b 
dbr = A ar), dä: = [br b,], dbi = [b,. CAE 


les premiers membres sont nuls, excepté pour la première et la qua- 
trième équation lorsque s = #; on a donc ces formules : 


(a, ai] =o, [bi b]=0; [bn a]=0, [b,a]=:, 


s devant être supposé différent de 4 dans la troisième. On peut encore 
écrire ainsi ces équations identiques : 


[oi oi] 0, [op] = 0, [oh oil oi [on pl= Tr. 


L 
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SUR LA SOLUTION SIMUTANÉE DE DEUX ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 
PARTIELLES LINÉAIRES ET THÉORÈME DE POISSON. 


23. Pour arriver à la démonstration du théorème de Poisson, consi- 
dérons d’abord avec Jacobi les deux équations aux différences par- 
tielles linéaires 


HR EE i 
n As dx, + A, —— dx, + in FT 0, 
df df dus 
Ba + RES Eek FRE 0 
ou 
A(f)=0, _ B(f)=0, 
en posant 


‘Nous avons 


B[A(f) =, Sn Sade 


k=n 


i= 
— tf dÀ; tdf: 
SV FRE W > Ÿ Bi t dæ, dx; 


k=o i=o k=o izo 


On obtiendrait de même A [B(/)], et, en faisant la différence des deux 
expressions, on aura cette autre, que nous appellerons E(f), 


BU) = BANANE Y E Y (HE a D). 


Posons 


nous voyons que, si l’on a les z + 1 égalités 


E=0 E=0, ‘E;=, RE o 
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on a E(/) =o ou 
(1) B[A(f)]= ATB(FY, 


c’est-à-dire que les deux opérations indiquées par les fonctions A et B 
peuvent être interverties. De cette équation on conclut immédiatement 


B'[A"(f)] = A'TB" (PI. 


en désignant par B” l'opération B répétée r fois, et de même par A‘ 
l'opération A répétée s fois. 

Supposons qu’on ait l'équation (1); soit f, une solution de A (f) =0; 
on aura 


A(f)=0, B[A(f)]=0o A[B(f]—0. 


D’après cela, B(/,) sera une solution de l'équation A(f) = 0. On voit 
de même que B*(/,) sera solution de cette équation, et l’on obtiendra, 
en général, un certain nombre de solutions distinctes de A(f) = o 


fs BIA B(f) +, Bi), 


en s’arrétant lorsque B”{(/,) sera fonction des solutions précédentes. 
Si m= n, on a toutes les solutions de l'équation A (f) = 0; mais, si 
m est plus petit que z, on n’en obtiendra qu’une partie. 

Dans le cas particulier où B(/,) est nul, /, est solution des deux 
équations 


(2) Alf os Bfle0, 


Cherchons ensuite à déterminer, en général, une solution commune 
aux équations (2), en supposant les n + 1 égalités 


(3) Ejeo. = 0) TRES = 0 


satisfaites. On commencera par déterminer la solution générale de 
A(f) —o, qui est une fonction arbitraire de nz solutions indépen- 
dantes fi, fz ..., Ja et il faut ensuite que cette solution satisfasse à 
l'équation B( f) = 0. Au lieu de £y, £i, æ,, .…, æ,, prenons pour va- 
riables £o, fis Jas «e» Jus Si nous mettons entre parenthèses la nouvelle 
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dérivée de f par rapport à æ,, nous aurons 


af AN Na hi df Sdf di 
dar (£) ai 5 dfi dz dæ, la dfi da 


ct, par-suite, 


TED 


et, comme f doit être fonction de fi, Jas » ., Ja seulement, on a 
(£) = 0, et l'équation B(/) = o devient 

1 d df 
(4) BI) SA + B ME ++ BIA) =o 


Or les équations (3) étant satisfaites et /; étant une solution de 
A(f) = 0, il s'ensuit que B(A) lest aussi; done B(), B(/A), ..… sont 
des fonctions de f, fs, +... fm et fest entièrement défini par l’équa- 
tion (4). Soient Qi, Pas «ees Du les n — 1 solutions de cette équation; 
on aura pour la solution cherchés une fonction arbitraire de Qi, Qas +, 
on. Telle est la solution simultanée des équations (2), lorsque les 
égalités (3) sont satisfaites. 


24. Dans ce qui précède, faisons n + 1 = 2m, et, au lieu de dési- 
gner les variables par Xo, Vis Vas +... représentons-les par 


is Gr <e) ms Pis Pas + Pm j 
nous aurons 
df xd foin yadi df 
A(S) = ÅA —- dg PRIT nt in dn TAR rs » 
4 oO Re a 2i sept aaf 
B( f)= B - dde D TE + Bn dgn + Boss dp +... + Bu dpn 
et prenons pour les A;, Bi 
dọ ss TETE dg dé 
À,=— dp? A= dp: EEE dpn” Anti = d 7 ? Ain = dm 
dy dy y dy dy. 
B, = dp. , J 2 dp: Bn = dpm Bus: y’ dy. u am dgn 
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nous obtiendrons 


D Se ND E A 


ou, suivant la notation ordinaire, 


A(f=lefl BAS f] 


Ensuite, pour les valeurs de č égales à 1, 2, ..., m, on a 
Spa ai TAG dy] dip, 4] 
E =B(A) —A(B) = |y, |+ [e = a 
Ennu = B( Ani) — AB) = [4 ]- [o i dy; |=-< Te a 


Donc les 2m équations de condition 
ROME = OR RE, = 0 
sont remplies si l’on a identiquement 
[p Y]=0, | 


c’est-à-dire si f= y est solution de A(/) = [p, f] = 0. 
Ainsi donc, si l’on a l'équation identique |o, 4] = o, il existe des 
solutions simultanées des deux équations A(f) = 0, B(f) =o ou 


lẹ f]= 0, [4 #1 = 0; 


Nous avons vu ci-dessus que, si /, est solution de A (f) = 0 et que 
l'on ait B[A(/)] =A[B(/)], B(A) est aussi solution de la même 
équation. En faisant 


i Alfi=lefh BI) =p f) 


on en conclut : Si f, est solution de l'équation |», f] = 0 et que l'on aù 
[o, Y] =0, f—[Y,/] est solution de la même équation. Autrement 
dit, si f= f, et f= ẹ sont solutions de l'équation [9, f] = o, l'expres- 
sion |Y, fı] est aussi solution de cette équation. 


SECTION I. — SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS. 81 


25. On a pour hy pi de E(f) 


Donc He 


E(f)=B[A(S)] — ACB(S)] 
LA Le, = (4, Le, FI] (8, [4,1] 
LP Le, VI] +e [p SI] y LS 911 =0. 


On a donc ce théorème remarquable : Soient f, ©, 4 trois fonctions quel- 
conques des variables qı, Gas +++, Qus Pis Par +++ Pns On à la formule 
identique 

(5) LA Le, YI + Le, (4, 11 + (4, LS gll =o. 

Ce résultat permet de retrouver celui qui précède; car, si /= f, et f — 4 


sont solutions de [o, f] — 0, on a [o, Ai] —0, [o, Y] — 0, et la for- 
mule précédente donne 
Re, 


c'est-à-dire quef = [%, A] est solution de la même équation. 
Nous allons donner à ce théorème une autre forme. Pour cela, remar- 
quons que, si nous avons l'équation aux différences partielles 


(a) [p f1=0, 
à laquelle satisfait la fonction f, et qui peut s'écrire 


de df _ de af. de df 


devient 


ou 


dq, dp dq: dii at agag dp, 
LI OR R NEE B DEE 
dpi dge dpi djo e: T A AE 


on obtient toutes les fonctions f qui satisfont à cette équation en cher- 
chant les intégrales du système d'équations différentielles 


(6) or ps. e Aa AI NU Se dq, 
A R E Feu A E. 
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et, si f= f, est une solution de l'équation (a), fi = const. est une in- 
tégrale des équations (b), et réciproquement. D’après cela, on a le 
théorème suivant : 


Soient f= const., Y — const. deux intégrales, qui ne renferment pas t, 
des équations (b) ou 


dq, _ dg dgs _ dẹ re dg de 

dt dp dre adp NS 0 dires dp, 
tpe e OEE OA a A T ape D 
r AE T MAY TRTE PAA R APERE A 


l'équation [y4, f] = const. est aussi une intégrale de ces équations, à 
moins que son premier membre ne soit identiquement constant. 


Ce théorème porte le nom de Poisson, quoiqu'il n’ait été présenté 
ainsi que par Jacobi; nous indiquerons dans une autre Section la forme 
que Poisson lui avait donnée. 

Dans le cas où [4, f] serait une fonction de 4 et /, ce théorème ne 
donnerait pas une nouvelle intégrale. Il peut arriver aussi que [4, f] 
soit identiquement constant, comme cela a lieu lorsque les deux pre- 
mières intégrales ont été déduites de l'équation aux différences par- 
tielles d’Hamilton (n° 22). Mais, si les deux premières intégrales sont 
prises quelconques, en général [4, f] = const. sera une nouvelle 
intégrale. 


26. Dans la démonstration du théorème de Poisson, on a supposé 
que les intégrales ne renferment pas £; mais il peut facilement être 
étendu au cas où les intégrales contiennent le temps. 

En effet, si f= const. est une intégrale des équations canoniques, 


on doit avoir F- o en vertu de ces équations, et, par suite, 
af df dqi _ df dpi 
(AA aa a a S 
i 


la dérivée par rapport à £ étant mise entre parenthèses pour indiquer 
une dérivée partielle; par suite, on a 


(F)+tre1=0 
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De même, si 4 = const. est une intégrale des équations canoniques, 
on a, en continuant de mettre entre parenthèses les dérivées partielles . 
par rapport à 4, 


(9) + [p o]= 0. 
Donc la formule identique (5) devient 
[AA] tern- e E] 


d| t, 
(AA) lysh e1= 0 
c'est-à-dire qu'en vertu des équations canoniques on a identiquement 


atys] 
dt 


ou 


= 0; 


donc [y | = Const. est bien une intégrale de ces équations. 


SUR L'ABAISSEMENT DES ÉQUATIONS DE LA DYNAMIQUE PAR SUITE DE 
L'ÉQUATION DES FORCES VIVES OU DES INTÉGRALES DES AIRES. 


27. Supposons un problème de Dynamique pour lequel ait lieu le 
principe des forces vives; l’ordre du système des équations diffé- 
rentielles 
(a) dous dia dE RO 

) à TL 1nbnit: / HER led dqi 


où ù est susceptible des valeurs 1, 2, ..., x, peut être abaissé de deux 
unités. En effet, alors H ne contient pas t, on peut éliminer immédia- 
tement dt entre ces équations, et l’on n’a plus que 27 — 1 équations 
différentielles du premier ordre; et comme l'équation des forces vives 
H = const. est encore une intégrale, ce système d'équations peut être 
réduit à l’ordre 27 — 2, c’est-à-dire qu’il peut être ramené à la réso- 
lution d’une équation différentielle de l’ordre 27 — 2. 

On peut encore abaisser de deux unités l’ordre du système des équa- 
tions (1), toutes les fois qu’on peut, par un choix des variables, arriver 


à ne faire entrer l’une de ces variables que par sa différentielle. 
11. 
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En effet, supposons que la variable g; n’entre pas dans H, on aura 


dpi __ _ M _ 
dt dusa 
et, par suite, l'intégrale 
pi = const. 


Alors, H ne renfermant pas g; et la variable p; étant remplacée par sa 
valeur constante, on peut supprimer du système canonique l'équation 


de sorte que l’ordre est abaissé de deux unités. Après l’intégration du 
système, q; se déduira de cette équation par une quadrature. 

Ce cas se présente quand une équation des aires est applicable. Sup- 
posons qu’elle ait lieu par rapport au plan des x, y; alors la fonction 
de forces U et les équations de condition ne changent pas de forme 
par une rotation du système des coordonnées autour de l’axe des z. 
Si donc, adoptant des coordonnées polaires, on pose 


x= rCc0os6,. y=rsin, 
a 


et qu’on désigne par 9,, 0,, ..., 8, ce que devient ô pour chaque point 
matériel, la fonction de forces U et les équations de condition ne con- 
tiendront les angles ô que par leurs différences 


0, — 05; Oa —0,, .., 0,1—0,, 
que nous désignerons par yi, Ya, +: > Ys- Si l'on substitue aux 
variables 9,, 0,, ..., 0, les variables ,, Y2, ..., Ys-ı et 0,, la variable 0; 
n’entrera pas dans H qui contiendra seulement sa dérivée 6,; si l’on 
introduit les variables conjuguées p; au lieu des dérivées, la variable 0, 
continuera à ne pas se trouver dans H ou T — U; si donc on fait 


dT 
BiT d 


on aura, d’après ce qui a été dit ci-dessus, l'intégrale 


p: = const. 
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et l’ordre du système sera abaissé de deux unités. Il est aisé de vérifier 
que cette dernière intégrale est celle des aires; car on a 


Eu 3/48\* f[dr\? /d:\° 
r= 3a a) + (pe GP 


et, puisque 0; = y; + 6,, 


P:= Y mg T =Ÿ mr fiz 


28. Si les intégrales des aires ont lieu par rapport à deux des plans 
de coordonnées rectangulaires, l'intégrale des aires a également lieu 
par rapport au troisième plan. En effet, faisant 


dr-veidprnte vds 
dti D Ade PT MER 


supposons que l’on ait les équations des aires 
Em(xy — yx!)= const., 
Z2m{(yz3! — zy") = const. ; 


désignons par +, 4 les premiers membres de ces équations, nous aurons, 
d’après le théorème de Poisson, la troisième intégrale 


[p 4] = const. 


ou 
DE dy do dy  _ do _ dý 
da d(ma') ` dy d{my') ` dz d(mz') 
do dy do dy dy e] 
eee A A = const. 
d(mx' j) dx d(my) dy d(mz') dz 
ou . 


Èm(x'z — xz3') = Const., 


ce qui est la troisième intégrale des aires. 

Cette démonstration suppose que le système est libre; mais, dans 
une autre section, nous montrerons que le théorème a également lieu 
si le système est assujetti à des liaisons. 

Si les trois intégrales des aires ont lieu, on pourra employer l'inté- 
grale relative au plan des æ, y comme ci-dessus; puis, au moyen des 
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deux autres, on pourra éliminer g,_,, p,_,. On abaïssera ainsi l’ordre 
de quatre unités. Ensuite, au moyen de l'équation H = +% et en élimi- 
nant dt, on pourra abaisser de nouveau l’ordre de deux unités ; l’ordre 
sera ainsi abaissé de six unités. 

La méthode qui précède peut servir à démontrer l’abaissement de 
l'ordre des équations, mais elle fait jouer un rôle particulier au plan 
des æ, y et ne conviendrait nullement pour effectuer cette réduction : 
nous verrons dans une autre section comment il conviendrait de diriger 
le calcul. 
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SECTION II. 


APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AU MOUVEMENT 
D'UN POINT MATÉRIEL. 


MOUVEMENT D'UN POINT ATTIRÉ PAR UN CENTRE FIXE. 


1. Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point attiré 
par un centre situé à l'origine des coordonnées. On a, pour la force 
vive de ce point, 


T— dx\’ X dy A 1p A CM MEET 
2T- sh Praa ra Mu ]=mt + y +4 3!) ; 


on a ensuite 


i 


at- mx', s my” dT mz! 
—— = — = a #4 
dax op Y> dz ' 


et, en remplaçant ces trois quantités par 


av AN dN: 


de” dy dz 
dans l'expression de T, selon ce qui a été dit au n° 11 de la Section 11, 
puis formant l'équation T — U À, où À est une constante arbitraire, 


on a x 
a E V\ a2 dN \: dV\: ee 
Tite a 

La fonction de forces U ne dépend que de la distance r du point au 


centre d'attraction, et si l'on pose U = f(r), la force d’attraction sera 


df(r) 
dr 
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Prenons des coordonnées polaires, et faisons 
3—=r"cosn, æx—rsinncos0, y—=rsinnsing, 


alors, en posant 
AOLA ri KiTA 


de E E aT A 
la force vive devient 
aT = m(r"? +- rn r? sin?n. 0"), 


Les quantités conjuguées de r, n, 9, désignées selon les notations pré- 
cédentes par p; , Pz, ps» SOnt 


dT dT N 
p= 5> = rs p5 ar =; p= dö = r?sin?" 0; 


on doit les égaler aux dérivées de V par rapport à r, n, 0; ce qui donne 


SE AVE ANR e (LA 
dr TERRE T rsin?n \ d0 


et, par suite, 
Taa Ya 1 TY E HV 
“oml\ar) C ENda j, sin: Nag) J 


On obtient done l'équation aux différences partielles 


AINE VANNE 1 CAA aaa ha 
(1) () aE) + (Se) 2m f(r) + 2mh. 


Comme la variable 9 mentre pas dans cette équation, en désignant 
par g une constante arbitraire, nous ferons (Section IT, n° 10) + 


dv 


d 8? V=W-+g0, 


W étant une fonction qui ne dépend pos de 9, et il restera l'équation 


(D) + 1 (y+ 8 —amf(r)+ 2mh. 


dr ri \ da r sinn 
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Faisons dans cette équation 


(E g 
+- 0) 
dn sin?n 


où désigne une constante arbitraire, et il restera 
dW\: b’ 

——| —2mf| — 

(T) ; flr)+ 2mh a 


On a, par conséquent, la solution 


W: . [V zmt) + amh! — 4 + fr — 
sinn 


V=W tg? 


et 


sera une intégrale complète de l'équation (1). 
On obtient d’après cela pour intégrales du premier ordre des équa- 


tions du mouvement 


di u dN. vdn-5mdV..2rd80: RU À Er g 


dle dr dt Or dn dt rsinn dû rsinn 


et, pour intégrales du second ordre, 


dv l AN a A AY 


ht 


(a) db —"? ag EP’ dh RES 


b', g', + étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales peuvent 


s'écrire 
E - ARE “he HS 7 
Vs + FT E y!- are 


dn 


= E 8", 
sinn Vé:sin’n n — Lg 


= mdr U PES 
b’ 
mfi) ) + Free 


2, Supposons maintenant que l'attraction ait lieu en raison inverse 
12 
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a Š 5 h? , 
du carré de la distance, et faisons f(r) = - : alors les valeurs maxi- 


mum et minimum de r, correspondant à dr = o, seront données, 
d’après la dernière intégrale, par l'équation 
3 


p 
2m = + 2mh — 0 


ou 
amh + 2m r— b =o. 


Si l’on désigne par 24 et e le grand axe et l’excentricité de l'orbite 
elliptique, ces deux valeurs de r sont a(1ı -+ e), a(1— e), et lon a 
l b? 


n AA a 


ñ ali—e)=p, 


en désignant par p le demi-paramètre; les deux constantes 4 et b sont 
déterminées par ces deux équations. 

Prenons, pour limites inférieures des intégrales qui entrent dans V, 
des valeurs de 7 et n qui annulent les radicaux. Alors, en formant les 
équations (2), il faudra avoir égard à ce que les limites renferment b, 
g, h, ce qui introduira de nouveaux termes, mais qui s’annuleront, 
parce qu’ils renfermeront en facteur les valeurs des radicaux pour les 
limites de ces intégrales. 

Nous pouvons donc écrire ainsi les trois intégrales 


E de -bdr > sinn dn BE y 


a OVIMA amer Di Vb'sin'n — 


d: 
D S E EEE, 
sinn yb'sin’n — g' 


j mrdr 
pege ee aaae r b, t + +. 
a(i—e) V2mhr? + 2mk?r— b’ 


Si l’on fait r= a(1— e) dans la dernière équation, on a ¿= — +; 
done — + représente le temps du passage de la planète au périhélie. 

D’après la seconde équation, la plus petite valeur de , laquelle est 
la limite inférieure des intégrales par rapport à , est donnée par la 
formule 
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or » est l'angle de r avec l’axe des z, il aura sa plus petite valeur . 
quand r coïncidera avec la droite située dans ce plan et dont l’inclinaison 
sur le plan des w, y est la même que celle de l'orbite, et alors on a, en 


désignant par I cette inclinaison, ⁄ = = — I; par suite 
m 
(3) cos'l = f? g=bcosl, 


ce qui détermine la constante g. 
. ‘ T s . , . 
Si l’on fait n = No I dans la deuxième intégrale, il reste 9 = g' : 


donc g’ est la longitude de la ligne de plus grande pente de l'orbite 
sur le plan des æ, y; on a done 


g = longitude du nœud de l'orbite, plus un angle droit. 


Faisons r= a(1 — e) dans la première intégrale; en nous servant de 
l'équation (3), nous aurons 


sinn d: cos 
EEE K UN = arc cos zean =, DE 
ÿsin'1 — cos’n 1 
cos” « 
(4) ——"—cosb", cosy —sinlcosb”. 
sinl 


Imaginons une sphère dont le centre soit à l’origine, et représen- 
tons-nous les grands cercles NK, NP (fig. 2) déterminés par le plan 


7 


Fig. 2. 


N- - 2H ET 


des v, y et par le plan de l'orbite. Soit N le nœud; du point P qui 
représente le périhélie, abaïssons l'arc PK perpendiculaire sur NK, ct 
considérons le triangle sphérique NPK; nous aurons 


sin PK = sin NP sin]; 
or on a PK — z — n : donc 


cosn = sin NP sin I, 
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En comparant celte équation avec l'équation (4), on a 


b' représente, par conséquent, le complément de la distance angulaire 
du périhélie au nœud. 


‘+ 


Sur une seconde manière de résoudre le problème précédent. 


3. Supposons encore un point attiré par un centre fixe, en raison 


inverse du carré de la distance, et cherchons à obtenir une nouvelle 
1 
expression de la fonction V. Nous avons trouvé ci-dessus 4 = — i k? 


étant l'attraction de l'unité de masse sur l'unité de masse à l'unité de 
distance et 2a le grand axe de l'orbite; V, comme nous savons, est 
donné par l'équation aux différences partielles 


: dV\: dV\: ANN? 1 1 
ee Ce ECS RE) 
en prenant pour unité la masse du point attiré. Comme on sait que 
l'orbite est plane, il est évident que æ, y, z peuvent être exprimés au 
moyen de deux coordonnées seulement relatives au plan de l'orbite. 
Ayant désigné par r le rayon vecteur mené du centre d'attraction 
situé à l’origine au point attiré m, représentons par r, la valeur de r à 
l'instant initial et par (Xo, Yo, 30) les coordonnées du point (æ, y, 3) à 
cet instant; enfin, soit p la distance du point > à sa position initiale. 
La fonction V doit pouvoir s'exprimer au moyen des deux seules va- 
riables r et p. On a 
names, 1% ++ 8, 
p= (r 2) + (y— y) + (3 — 2); 
on a, par suité, 
FRA AREA 2 
de “2 dl fin De: D 
dy aV y dV r—" 
dy dr r 7 do 
dV_dV 5 dV 3 5, 
ds RATER do 


, 


3 


ax(x—x)+oy(y Ti) Haza = z) HM ri 
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et l'équation (1) devient 
dV\? p+r—r! dV dV Ava ais 22). 
(2) (F) RE A TD +(æ) TY E a 


Posons 
r+rn+p=p, 


r+n—p=, 
et prenons pour variables c et 5’; nous aurons 


ON LONT AN. av __ dV' dv 
dr — do do-  dp de do? 


et il en résulte l'équation 
1 dy \’ ; ,, [dV\? arr 
Lente) seen e(a) =e Gaa) 


TANT \ [dv\3 
san) (TE) + a! (210 —,0) T7) 


= H2(o — 9°) — ie (a? -— a?) + L nlo — c'). 


ou 


Essayons de satisfaire à cette équation en égalant séparément à zéro 
les termes multipliés par r, et ceux qui ne le sont pas, après avoir tout 
fait passer dans le premier membre; ce qui revient à supposer que V 
ne renferme pas r, en dehors de g et g'. Nous aurons les deux équations 


ANNS fay’ j le : 

(Te) (7) =#(o— sc dia rh . 
ONNE ES YANN SARA" j 

(ar) mf, (ax) aol 


et, par suite, 


il en résulte 
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En prenant, par exemple, ces deux expressions avec des signes op- 


posés, on 4 
v=r [Et ar [VE er LA D 


ou, en négligeant une constante arbitraire qui s’ajouterait à l’expres- 
sion de V, 


Pour faire l'intégration, posons 


s 
2 — 
sin’g = ga 


TVE ds =a’ Haak sin2 g À 


désignons par £, € les valeurs limites de 2%, et nous aurons 


et nous aurons 


€ c r- ro + p 
sin?- = -— = — 
2 4a 4a 
4 , 
c D + M — 
sinn ca = Al 
a fa 


nous en déduisons, pour solution de l'équation (2), 
Ve ka (e + sine — e— sine’). 


4. Cette expression ne renferme pas de constantes arbitraires autres 
que a; il lui manque donc deux constantes arbitraires pour être une 
intégrale complète de l'équation (2); mais, comme p renferme æ, Yo, 
Zə, l'expression de V est au contraire une solution de l'équation (1), 
qui renferme une constante superflue (Section II, n°2). 

Nous avons, pour une des intégrales du mouvement, 


CRIER T- 
dh À 
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Or on a 
dV _dV da _2« dV 
dh da dh  X? da’ 


Vaness : RE AN + de AE 
Ta = 3ha (e+sine—e— sine") + ka [(1+-c050 9 —(i+ cose’) Z |: 


. , . . . E . €! . 
en différentiant les expressions de sin? =, sin? =, on obtient 
2 2 


de RTC de’ a e' 
= = — -= -— = — — — 
MST da an, 


dV- 0" à se Etre) 
Th r (e — sine — e'+ sine’), 


et l'intégrale précédente devient la formule de Lambert 


3 
a? 7 ASN 
- (e — sine — e'= sine’), 


L+T=- 
k 

Quand la fonction V est exprimée au moyen d'un système de va- 
riables g,, qa», .… et de leurs valeurs initiales g9, g3, …., les intégrales 
du premier ordre sont données par la formule 


et les intégrales du second ordre par 


- 


p? étant la valeur initiale de p; (voir Section II, n° 4). D'après cela, 
dans la question actuelle, nous avons pour iutégrales du premier ordre 


ANo ; dv 


8 a 
date KE 


Z A 
dz 


(3) ; 
æ', y', z' étant les dérivées de æ, y, z par rapport à £, et pour intégrales 
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du second ordre 


dv , av Pr ENT ; 
(4) Pr Po ee pe 7 dn 


Xos Yo» Zo étant les valeurs initiales de æ’, y’, z’. 
Calculons ces équations; nous avons 


dv Er t EN tn p de 
da “Me (1+ cose) zz — (1 cose’) 73 , 
SEER re) dé _ 1 fx _æ—x 
dæ 2asine\r p } dx a2asine\r Piaf? 
et, par suite, après quelques réductions, 
dy ka (= A E ART DE Le) 
= = i — sin — = sin . 
dx 2 2 


FRERE VU g 
2 a sin — sin— 
2 


Désignons par 24 langle de retr,, nous aurons 


E, RS t 
2asin — sin — 
MID 


v Vo + 33, + re) —p? 
cosap = TIME, cosy met cosp = ——— 
rT rn Vrr, 
posons aussi 
e-e’ e— e 
Na ET V= ——) 
et nous aurons 
pd 
CARE A (= sinì— Ž sin»); ; 
dx Vrr, cosp p r % 


on en conclut, pour la première des équations (3), 
ii 
ka’ Z—%, 7 , 
æ'= — —— sinÀ — < siny), 
Vrr COS P r 


et les deux autres s’en déduisent par une permutation sur les lettres æ, 
y, z. La fonction V restant la même quand on échange les lettres æ, y, z 
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avec Xos Yos Zo, On aura, pour les intégrales finies (4), 


s 
ka’ Lo —T ES 
-= (2 sin À — — sin») =— Ty 
Vrn cosu \ P ra 


CPP CO CE CCC OC CECI CEE RCE RCE EE 


DU MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE DONNÉE. 


5. Supposons un point assujetti à se mouvoir sur une courbe donnée 
dont les équations sont 
(a) æ=f(s) y=f(z), 


et admettons que le point n’éprouve aucun frottement, de sorte que 
l'action de la courbe se réduise à une réaction normale. Désignons 
par X, Y, Z les composantes, suivant les trois axes, des forces exté- 
rieures qui agissent sur le point m, par N la réaction normale, et par à, 


p, y les angles qu’elle fait avec les trois axes. 
En prenant la masse du point pour unité, on aura les trois équations 


2 
(1) =- =X +N cos), TY Y + Ncosp, TZ Z4- N cos. 


Ensuite on a 
(b)  cos’À + cos’ u + COS’Y = 1, 
et, comme N est normal à la courbe, 
(e) così dæ + cosp. dy + cosy dz = o. 
S'il existe une fonction de forces, en sorte que 
X dx + Y dy + Zdz 
soit une différentielle exacte dU, on déduira des équations (1) 


dx dx ay st 
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et, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire, 


dz? + dy’ + dz? HEC 
2. dt 
L'équation précédente devienf, d'après les équations de la courbe, 


(FY far + far] U +C, 


en désignant par U, ce que devient U quand on y remplace æ et y en 
fonction de z. De cette équation on pourra tirer dt en fonction de z; 
on aura donc £ au moyen de z à l’aide d’une quadrature. On pourra 
donc réciproquement calculer z en fonction de z et, par suite, obtenir 
æ, y d’après les équations de la courbe. 

Nous venons d'admettre l'existence d’une fonction de forces; s’il 
n’y en à pas, on opérera ainsi. 

En différentiant les équations de la courbe, on a 


dx =f'{z) ds, dy = filz) dz, 
et ensuite, pour l'élément de la courbe, 
de = Va + d de = Vi f 2} (GP dz; 
par une quadrature, on aura s en fonction de z; puis on tirera z en 


fonction de s; par suite, on aura aussi æ et y en fonction de s d’après 
les équations de la courbe. Des équations (1) on déduit 


r dx dx + dy d'y + dz d'z d's 
en es ds Fp = Xdx + Ydy + Zdz. 


En exprimant le dernier membre en fonction de s, il en résultera 


d’s 


(2) ds F 


=Q (s) ds; 


en intégrant et désignant par C une constante, on aura 


(3) = 2[o(s)ds +C, 
FU TRE à NET , 
V2 f'o(s)ds +C 


et, par conséquent, on pourra obtenfr s en fonction de 4. 
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6. Supposons enfin que la courbe exerce un frottement F sur le 
point mobile; le frottement s’exerçant suivant la tangente à la courbe 
et en sens inverse du mouvement, on a, au lieu des équations (1), les 
suivantes : 


dx f dx 
PT) = X +NcosÀ—F PT 
Ye ` dr 
Ta = Y+Ncosu— E de 
d’z dz 


Ten Z + Ncosy — F DA 


et l’on aura encore les équations (a), (b), (c). Le problème contient en 
plus l’inconnue F; mais, en supposant que F soit proportionnel à la 
réaction normale, comme on l’admet généralement, on aura 


F—fN, 


J étant une quantité constante. Cependant la solution du problème 
devient beaucoup plus difficile; en effet, au lieu de l'équation (2), 
on à 


LES = ġ(s) ds -~ FE ds 
ou 
ls 
(3) = Ps) FN, 


e 
équation dans laquelle N est une fonction inconnue de s. 

Si la vitesse est nulle et que le frottement surpasse la composante 
tangentielle de la force accélératrice, le mouvement s'arrêtera. Done, 
pour trouver si le mobile s'arrêtera, il faudra chercher un point de la 
courbe pour lequel la vitesse sera nulle, et examiner si en ce point le 
frottement est plus grand que la composante tangentielle de la force 
accélératrice. 

Si l’on regarde le frottement du mobile sur la courbe comme négli- 
geable, mais que l’on tienne compte de la résistance du milieu dans 
lequel il se meut, il faudra introduire dans l'équation (3) cette résis- 


tance au lieu de fN; cette résistance est une fonction y(%) de la 
13. 
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vitesse du mobile, et l’on aura cette équation différentielle du second 


ordre 
ds ds\. 
i ne AA (T) 


on en déduira s en fonction de ż, et l’on en pourra ensuite tirer æ, y, 3. 


MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE DONNÉE. 


7. Prenons pour déterminer le mouvement d’un point sur une sur- 
face un système de coordonnées gı, gas qs, tel que l'équation de la 
surface se réduise à 


(6 gs = const. ; 


alors un point de cette surface n’aura plus que deux coordonnées va- 
riables g,, q2. 
Soit ds l'élément d’une ligne tracée sur la surface; on a 


ds = dx? + dy? + dz’, 
et, comme +, y, z sont fonctions de g,, ga, on obtient 
(2) ds — Adq? + 2Bdq, dq: + Cdg;, 
A, B, C étant fonctions de q, s qa» 
e Si nous désignons par g'i, g'a les dérivées de g,, 9a, nous aurons 


dT 7 , 
Pi Ai Ad Bq,;, 


L 
dT À ; 
ire dq, IE Bq, + Cq, 
et, par suite, 


, _ Cpi— Bp: ; _ — Bp+Am 
LANCER Er AUS: 


On a donc 
T— Cp; —2Bp p + Api, 


5 AC— 
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et l'équation T — U = À devient 


Cpi — 2Bp;p:+ Api = 2 (AC — B?) (U + A). 


q, = const. joint à l'équation (1) donne un système de lignes tracées 
sur la surface donnée; de même g, = const. joint à l'équation (1) 
donne un second système de lignes tracées sur cette surface. Si l’on 
choisit ces deux systèmes de lignes rectangulaires entre eux, on aura 

= o. En effet, soit ds, un élément d'une ligne du premier système 
mené par un point, ds, un élément d’une ligne du second système 
mené par le même point; on aura, d’après l'équation (2), en faisant 
dq = 0, dq, = 0, 

dsi = Cag, ds} — Adq;; 


et l'élément ds qui joint les extrémités de ds,, ds, sera donné par la 
formule 

ds’ — À dq; + Cdg;, 
si les deux éléments ds,, ds, sont rectangulaires entre eux, et, par 


conséquent, B sera nul. 


En faisant 
LION: SRAN 
P: = dq? p: = dq: 


le problème revient à la recherche d’une solution complète de l’équa- 


ton 


c (a) - aB T T + a (Z) =a- B) (U + 4), 


qui pour B = 6 devient 


1 /dV\2,. r CAA - 
Si nous supposons que le point ne soit sollicité par aucune force, 
mais qu’il se meuve en vertu d'une impulsion initiale, l'équation pré- 
cédente deviendra 


1 {dV\tumeri Mid VA? LS 
6 alan) (an) 2 


` 
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et le point décrira en général sur la surface la ligne la plus courte 
entre un quelconque de ses points et un point suffisamment rapproché 
(Section I, n° 26). 


8. Comme exemple, cherchons la ligne la plus courte sur l’ellip- 
soide. Prenons pour son équation 


=? 


x’ YA 1e 
er NN PT 


où p, b,c sont constants, c œ> b et p œc. Adoptons les coordonnées 
elliptiques de Lamé, et considérons les hyperboloïdes à une et à deux 
nappes, homofocaux avec l’ellipsoïde et fournis par les deux équations 


(z i ya 3° : 
HS NUE PUS EUR 07 
(a) FT, } 

x y 2 


Ces hyperboloïdes tracent, comme on sait, sur l’ellipsoide ses lignes 
de courbure. En résolvant ces trois équations par rapport à æ°?, y*, 2°, 
on a 


2 2y? 
in a ? 
an (eu) (= b), 
J b(b — c?) 
pn (Peu) (#0) 
TEE c(ce?— b) 


. 


Dans le système de coordonnées où l’on adopte les quantités p, p, v 
pour déterminer la position d’un point, l'équation p = const. repré- 
sente l’ellipsoïde. Prenons les logarithmes des deux membres des équa- 
tions précédentes, puis différentions en supposant le point (æ, y, 2) 
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situé sur l’ellipsoide, et nous’ aurons 


dx = CE dy. =- dy, 


3 
EEN EL EN PR ANALE M: à 

dy PS dy. + TE dy, 
ASEN de 

Meme S ; dy 


Ajoutons les carrés des dernières équations en remarquant que, si 
l’on retranche l’une de l’autre les équations (a), on a 


a? ye z? 
a À a T 
et il en résulte 
dx? + dy? + dz = hat e + mey] p? dy? 
í ar e a 


Remplaçons æ?, y*, z? par les valeurs trouvées ci-dessus, et nous 
aurons pour le carré de l'élément d'une courbe menée sur la surface 


ben A TEA r a 
w= aoee) PT eae) 


Nous en concluons pour A et C les valeurs 


wH b)(u" 


Um mm 2 
( =o) 


et nous avons par suite pour l'équation (3), 


(p = b)(i) (Y telabora’) (a) = 2h (= px 
y 


BE p dy. Pp 


Pour intégrer cette équation, on peut, en désignant par g° une 
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constante arbitraire, la décomposer en les deux suivantes : 


(p— b)(u— e) (Y — 2h(u? — g)» 


2 —p? 
br bh(#—c)/dV\? à 
eee (dr) Shi A 


dont la première renferme seulement p. et la seconde seulement yv. On 
aura donc pour V 


CEE) REA] 
Een Ve 

Les deux intégrales, relatives au mouvement d’un point qui se meut 
sur l’ellipsoide par une impulsion initiale, sont 


dis" 
B, z étant des constantes arbitraires; et comme, d'après le principe des 


forces vives, on a 
ds\? a 
de) =al 


on en conclut ds — V2A dt, et la formule 


T E I 
s—=vVoh(l+r)= V- 
yar | V2h 
donnera la rectification de la ligne la plus courte tracée sur la surface. 
Les deux constantes g, 8 se détermineront par la position du point et la 
direction de sa vitesse à l'instant initial. 


OSCILLATIONS DU PENDULE SIMPLE. 


9. Prenons des axes rectangulaires dont l'axe des z soit vertical et 
dirigé dans le sens de la pesanteur, et supposons le point de suspen- 
sion du pendule situé à l’origine des coordonnées. Le problème des 
oscillations du pendule revient à celui du mouvement d’un point 


pesant sur une sphère dont le rayon est égal à la longueur du pendule. 
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Désignons par y l’inclinaison du pendule sur la verticale, et par 9 
langle formé par un plan vertical passant par le pendule avec un autre é 
plan vertical fixe mené par le point de suspension; désignons aussi 
par r la longueur constante du pendule. 
æ, y, z étant les coordonnées du point pesant, on a 


æ==rsind cosy, - y —=rsindsing, z-—rcosb, 


et l'expression de la force vive est 


. EE Far. do \° dy 27 
21 3 r? [sin Ņ (F) + (5) b 


la masse du point pesant étant prise pour unité; enfin on a pour la 
fonction de forces, en désignant par g l’accélération due à la pesanteur, 


U=gz=greosy. 


De l'expression de T on déduit, en désignant par +’, y’ les dérivées 
de g, Ÿ, 


d'u 


di 


dT 


GTa „2 top ! pu! 

rm LE da == rh, 
et, par suite, 

ES 1 dT TAN aT 

Ti sind do” TT U 


L’équation des forces vives T — U = À devient 
BSE LA 1 (Gr) =24 + agreosy; 
r’ sin? \do'/ Ta dy") — 9 v? 
en y faisant 
- Ce hi VER À 4 dT dv 


dy de’ dy dy? 


on obtient l'équation aux différences partielles 


: sE- (ay SAh AA reos 
rsmy\do) © r\dÿ) — at 
Comme n’entre pas explicitement dans cette équation, posons 


dv 
% =D 


14 
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D étant une constante arbitraire, et nous aurons 


1 /dV\: D’ 
FT T) = 2 h + 2grcos} — m sing. 

Il en résulte sinica 
a AN _ ET IE D, 


db = siny 


et, par suite, on a la solution complète 


R Var(h + gr cos) sin? — D’ 
y= Do EE EEE dy. 


Alors les deux équations intégrales du mouvement du pendule sont 


ay: dN 


TD È I ERT 


. 


E, + étant des constantes arbitraires, et elles peuvent s’écrire 


M E VA Eu LS RSR" SE 
2 zj siny yar (h + gr cosŅ) sin’ — D? 


f r sin Y dọ 
tr e -se ° 
Var(h + grcosŲ)sin’y — D? 


On pouvait encore arriver à ces deux équations en appliquant l'équa- 
tion des forces vives 


Pas do\: dy 2 ne ; 
2] sin Ņ (9) + (7) | = gr cosy + h, 


et l'équation des aires qui a lieu autour de l’axe des z, parce que la 
fonction de forces ne change pas par la rotation du système de coor- 
données autour de l'axe des 3 (Section 1, n° 12), 


r* sin? y db =D; 


En résolvant ces deux équations par rapport à dọ et dt, puis intégrant, 
on retrouve les deux équations qui donnent & et 4. 
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` 


10. Nous allons chercher à exprimer ọ et 4 ou z en fonction de z 
„au moyen des fonctions elliptiques. Si nous remplaçons la variable 4 
par z dans l'expression de 4 +7, nous avons 


En: égalant à zéro la quantité soumise au radical, nous avons l'équation 
du troisième degré 


2 
(a) (r — 21) (: + =) RE 0; 
8 25 


si l’on substitue la valeur initiale 3, de s dans le premier membre de 
cette équation, le résultat est positif, puisque l'expression de z + q doit 
être réelle; on en conclut facilement que cette équation a trois racines 
réelles : une comprise entre r et zy, la deuxième entre z, et — r, et la 
troisième plus petite que — r. Désignons ces racines respectivement 
par a, b, — c; la valeur de z variera entre a et b, et l'expression: de 
t+ 7 deviendra 

l+HT= ci è = pi + Ÿ 

Vega V(a—3)(3— b)(c+ z) 
en prenant pour limite inférieure la plus grande valeur de z, 
z étant compris entre a et b, on peut poser 


z= 4 Ccos?o + bsin'c; 
si de plus on fait 


3 z 
5 a 
yi à, CALE E ofa RET sni Ur 
o Vic sine i.t J, Vi sine 


amu =. 


on a 


el 
a— z= (a -— b) sin’c = (a — b)sinamu, 


z -— b = (a — b) cosamu; 


enfin, si l’on prend pour # 
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on a 
ce +3 = (e +a)(1— ksinamu) = (c +a) Aamu. 


Comme d’ailleurs on a 


d sinamu = cosam u Aamu du, 
il en résulte 
t -Hot = e G; 
v2g(a+ c) 
si nous désignons par T le temps qui s'écoule quand z varie de a à b, 
nous en déduisons 


Te 27 


Vagla+ cj 


et, en divisant ces deux égalités entre elles, 


K 
u = T (4 + Ti 
On a ces deux formules 


z == a cos amu -+ b sin’am u, 
z = acos’am $ (+ 7) + b sintam T (t-r); 
done z, considéré.comme fonction de u, a pour période 2K, et, consi- 
déré comme fonction de ż, il a pour période 2T; de plus, z prend la 
même valeur pour ¿= — t — j et t= — t+ j, quel que soit j, et la 
quantité — + indique le temps du passage du pendule aú point le plus 
bas. 

Donc la montée et la descente du pendule s'effectuent d'une manière 
périodique; l’oscillation entière a lieu dans une période de temps 
égale à 2T, et le mouvement du pendule se fait de la même manière 
en montée et en descente, c’est-à-dire qu’il prend des vitesses, suivant 
la verticale, égales et contraires à la même hauteur. 

Dans le cas où le pendule oscille dans un plan vertical, on a D = 0; 
les trois racines de l’équation (a) sont 


li 
a= TT, b= — = — 0 = mr; 


(14 


et les formules précédentes restent encore applicables. 
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11. Déterminons ensuite l'angle ©. Partons de l'équation des aires 


comme nous avons 
r—z=[r—-a+(a—b)sinamu][r+ a— (a— b)sinamu], 


ai= n du= TA es du, 


agla + c) 
il en résulte 
DD. à a a du 
QE Vagla+e) Lr—a+(a—b)sinamu][r+ a —{(a— b)sinamu]" 


Décomposons la fonction du second membre en deux fractions simples 
et intégrons ; nous aurons 


E D 1 y du 1 y. du 
? ~ Vagla+o) r+4a a—b r—a a —b 
BAS 1— sin?am uw 1+ —— sinamu 
r-a us ra 


En adoptant la notation de Jacobi ( Fundamenta nova theoriæ functio- 
num ellipticarum, $ 51), posons 


re ENS hat TUE VD 


— JP sin'ame sinam u 


y Penaga cosamg Aamg sin’am u du 
IL (4, æ) 


vo 


et cherchons à exprimer l'angle ọ au moyen de ce genre de fonctions. 
Occupons-nous d’abord de la première intégrale qui se trouve dans 


l'expression de w, et posons 


a —"b x 
š = l? sinam g, 
Paa 
il en résultera 
y a+c 
(æ) sin?ame == -— 
r+ a 
et 
u du 4 “ l sin’ama sintam z 
kainin i—i = + — - d 
PRET o 1— l sinama sin’amu 
1— - Sin*am v 
À ra 
sinam gz 
= u + — H(u, z). 
cosamg. amg (u, æ) 
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Nous pouvons prendre, d’après la formule (x), en faisant ¿= y— 1, 


| a+ c er r + b 
sin am & = - > cosamga= —i 2 Aam = - , 
.: r+a ra r-a 


et, par suite, 
sinama =ils a)y TEE : 
cosamg Aamg (r+a)(r+b)(e—r)? 


or a, b, — c étant les racines de l’équation (a), on a 


h p? 
(b) (r? — 2) (: + =) -gs =(a—a)(s—b) (2+0), 
et, en faisant z — — r dans cette identité, on obtient 
D te urn(r dt) (Er +0 
28 
Il en résulte AT 
sinama- 1.5 280 +0) 
cosamaæAamæ (Dae) SN 
et 
u UT LA FA: 
f =-— iius duini =u+i(r+a) vagla +c) H (u, «). 
abris, D 
I ——— sinam u 
vo r+a . 


Calculons de mème la seconde intégrale renfermée dans l'expression 


de ọ. Posons 


a— b f 
A rs = l sin’am ĝ, 


il en résultera 
. Ja+e re yan 
sinampay e, cosamf.— nr Aam f- y= A 


et l'expression de la seconde intégrale se déduisant de celle de la pre- 
mière par le changement de r en — 7, on a 


J: . Re — =u +i (ra) Er c) IL (u, b). 


+ sin’am u 
r— a 
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En portant ces deux intégrales dans l'expression qui donne ọ, on 
obtient 


er ar — u + i| (u, &) — I (u, B)]. 
ra \Vzgla+ c) 


Les quantités « et B sont imaginaires, parce que cosamg et sinam ĝ 
sont imaginaires et renferment le facteur ¿ = y— 1; mais, si l’on fait 


aS B—in, 
il est aisé de voir que € et n seront réels, et nous aurons 


D S 
9 — = (m Pr Er i[( u, is+ K)— I (u, in)]. 


Posons avec Jacobi 


K= fe sz Es ou 
-— r --- mem > emam na anaa, —— 
Vi— (1— fr) sine 


la fonction jacobienne e(27=) a pour valeur (Fundamenta, $ 63) 
(9) (22) = 1 — 2q COS2 V + 2q' COS4 x — 2q"cOSGx -+ 2 q"cosBx —. a 


et comme on a (Fundamenta, $ 52) 


__ dlog@{a) 1: Ou — a) 
He deu gr leg) 
si l’on pose 
2Dr dlogO(ie+K)  dlog@(in) 


L=; -+ oE 
| (ra aea?) )Vagta+ Æ cj de dn | 
Ou—ie—K)O{u + in), 
) 


i 
| t= a eguer o ua) 


(c) 


on obtiendra 


-E= tl +7) +0. 


La fonction ® ne change pas quand on augmente w de 2K ou ż de 2f. 
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Donc l’angle se compose d’une partie qui croit proportionnellement 
au temps, et d’une seconde partie qui est périodique et qui a pour 
période 2T. 

Remarquons encore que ® change de signe seulement, si l’on y rem- 
place u par — u; donc aussi ® prend deux valeurs égales et de signe 
contraire pour t+ t=J et{+T=—7. 

D'après cela, imaginons un plan vertical passant par l'axe des z, et 
tournant autour de cet axe uniformément et avec une vitesse angulaire 


LK RTS jies 
égale à ~; supposons de plus que ce plan vertical ait passé par le pen- 


dule à un instant où sa masse était le plus bas. Alors le pendule oscil- 
lera symétriquement de part et d'autre de ce plan et reprendra exac- 
tement le même mouvement au bout d’un temps égal à 2T; sa masse 
traversera ce plan mobile aux points le plus haut et le plus bas à un 
intervalle de temps égal à T. 


12. Examinons maintenant le cas où les oscillations du pendule sont” 
très-petites. La durée du passage du point le plus haut au point le plus 
bas est 


Faisons 
a—=rcosf, b=rcosfi, 


et supposons très-petits fet fi, qui sont la plus petite et la plus grande 
valeur de langle y. En négligeant les quantités du quatrième ordre, 


on à i 
a=r(1- Ê), o=r(i- É); 


a, b, — c étant les racines de l'équation (a), on en conclut 
(d) ' ab—ac—be=— r’, 


et l'on en déduit c = r en négligeant les quantités très-petites du qua- 
trième ordre; si l’on négligeait seulement celles du sixième ordre, on 


aurait 
Ba 
Cc=r (1+ PEEN: 
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On a donc 


Kaji (i+ sinto) de = zhet) 
8 2 2 4 


et l'on en conclut pour la durée des petites oscillations du pendule 


$ aT= 4/2 (1f Ey 


Calculons ensuite la valeur de z. Nous avons ( Fundamenta, $ 1), 


4 (FE) sintam az =A (gcosa + Agen + Sa cosu +. ) , 


T 1—Q? r= 17: 
4 (ZE) costam Lr B -+ (LEE ~l- DRE +. .) i 

T T =g 110: 
en posant 


Or er | 
a gift mit gi 


= at £ +... : 
(Hg) SRE UE); i 


par suite la valeur z du n° 10 devient 


’ gcos © u 2q cos 55 u 
s= ) aB+ bA +8 (ab) +< + Joe 
2 K i— q’ 1—q' 


Si a — b est très-petit, # le sera aussi, ainsi que g, et cette série sera 
très-convergente ; simplifions cette formule, en supposant que les quan- 
tités très-petites du quatrième ordre sont négligeables. Nous ferons 


SRR ER LE ER 
q= Ez , = q= £ 


FL HN MO Se 
a+) Bit) 
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et nous aurons 
PE PH = r PR 6082 À /E l + +). 
á 4 4 
Ņ’ 


Comme z peut être remplacé par rs = £), on en déduit aussi 


p= fida i6 hea A cosa/E (4 + T) 


ou \ 
(a) p=frcosy/ Elt + fs /E (2). 


13. L'angle dont tourne le plan vertical du pendule quand il passe 
du point le plus bas au point le plus haut est égal à LK. Il est très-aisé 
de simplifier les deux premiers termes de l'expression (c) de L, en 
négligeant les quantités du quatrième ordre; mais, comme le troisième 
terme présente de l'embarras, nous procéderons autrement pour cal- 
culer cet angle. 

D’après le n° i1, nous avons 


D la a PARU PR ea A PRES oi 
Vag(a+.c) Vag(a+ ce) Vi—ksinc 
D dt Ddt 


do = 


—z  r(1—cosÿ)? 


il en résultera 
` 2D 1 do 
de RÉ —————— a LEE CNP Le er er ] 
ryagla+e) 1 COSY Vi sine 


expression qu’on peut décomposer ainsi en deux parties 
LORD Poe RE iaa ONE he 
rfagla+c) 1+C08Y yr sin 

d LE: M 1 do ; 
rVag(a+c) 1—C0SŸ Yi — Jsin'o 


dọ = 


a = rcosf et b = rcosf, étant racines de l'équation 


SECTION II. — MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 115 


nous avons 


D? Je ; h 
a7 Zr sinf (reos f + =)? 


D: * Í 
5 — = Psn f, (reos ii :) à 
28 GORE 
éliminons 4 entre ces deux équations, nous obtenons 
D, à i 1 
(sin? f, — sin? f) = r’ sin? sin’ fi (cos f— cos fi); 


nous en déduisons 


CE LE PT RTS 
2g  Cosf+ cosi 2 12 
Doting PAPE) 
Vag Va PA ra) 
On a, d'autre part, 
ss, rm (3 
Vazo, Var (EE) 
et, par suite, 
IrDA Vas Li, D A). 
rVagla+ c) a 24 


Examinons successivement le premier et le second terme de dy que 
s , ` aT , 
nous aurons à intégrer par rapport à g de o à “ puisque c prend les 
FT . , , 
valeurs o, = pour la position la plus basse et la plus élevée de la masse 


du pendule. 
On a pour le premier terme de dy, en négligeant le quatrième ordre, 


Le second terme de dọ est beaucoup plus long à calculer, parce que 
y .— cosy qui y entre en diviseur est lui-même une quantité très-petite 
du second ordre. On a 


1 cos Y —1— cos f cos? o -- cos fi sin? c = p + q cosac, 
19! 


116 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


en posant 
cos f + cos fi cos fi — cos f 
pP =I — Sscansogn q z2 ia E eig 
Il en résulte 
Enr 
A AU FRS PT NET 
1-— COSY Vi fisinc  P+qCos2o 
k? à ha lèp — do 
> jq x 4 1 p EILIT 
Or ona 4 
LL ds arc tang p— q) tngo BAG 
pP+gqcos20 yp =g vP -e 


il en résulte, en désignant par E une constante arbitraire, 


eefe Bhn) 


PETA py Epy (p — 4) unga 
p Taa a P) gpn” D. 
On fera 
me die = cos fi Desf _ LE eue So 
= i , q= 48 
i cos f + cos f, fofi S 
AN e T i8 
h’ lp nf 
t Frost giy et dd 


Il faut calculer p° — q? jusqu’au sixième ordre, ce qui donne 


p—g=1—cosf-- cosf, + cosfcosf, 

= (1 cosf)(1—cosfi) = = Li (= = LA), 
TE dt Ju 
Pi = (+ 24 ) 


NT = # (+ no Le 
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En substituant ces quantités dans l'expression de # —E, on obtient 
facilement 
sing cosg 


ọ—E = arctang (5 ango) Ÿf SPTE AT pL LE ER cos'e EF ? sing 


s T 
Faisons c = = dans le second membre de cette formule, et nous ob- 


(18 


pour l’angle dont tourne le plan vertical du pendule dans le temps 
qu’il va du point le plus bas au point le plus haut. 


tiendrons 


14. Si l’on néglige les quantités très-petites du second ordre, on a 


En ps r 
t+r=\/2u=yže ou a= Eux, 
5 5 


et la formule (x) devient 

(B) p= f2costo + fisin’c. 

D'autre part, en négligeant les quantités du second ordre et faisant 
E =0o,ona 


= arctang (£ 1ang o)» 


(x) tango = j tango. 


Éliminons s entre (B) et (y), nous aurons 


y: Fsi 9- f? costo 


ry peut être considéré comme le rayon de la projection de la trajec- 
toire sur un plan horizontal, et l'on en conclut que cette projection est 
une ellipse. 

Lorsque le pendule ne fait qu’une révolution autour de la verticale, 
on peut considérer la courbe décrite par l'extrémité du pendule comme 
une ellipse; mais, si l’on considère un certain nombre de révolutions 
du plan vertical du pendule, il faudra avoir égard à ce que l'angle 9, 
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mesuré entre le point le plus bas et le point le plus haut suivant, n’est 

pas Č, mais 7 (: + #2). On pourra donc se représenter le mouve- 
2 2 8 


ment en imaginant que, tandis que l'extrémité du pendule décrit une 
ellipse, cette courbe tourne dans le même sens avec une vitesse angu- 


laire égale à Po 
1 nf Si VE: 
ik C. r 


15. Ainsi langle ọ,, dont tourne le plan vertical du pendule en 
allant du point le plus bas au point le plus haut, est plus grand qu’un 
angle droit quand les oscillations sont très-petites. Nous allons démon- 
trer que la même propriété a lieu, quelle que soit la grandeur des oscil- 
lations, ainsi que l’a remarqué M. Puiseux. 


Ona 
d D dt Dr dz 
pr 3 = — a ———————————.) 
M4. yag(r'—3)V(a—3z)(3—0b)(c+3) 
Drag dz 
qr= rt 


eh (r)a sja bje a) 


la plus grande valeur de z étant a, on a 


ER RA ie R? dz ENEN 
T yagla c], (r=3)V(a—3)(3 —b) 


De l'équation (b) on déduit 
— = (aar) (rb) (er), 
=— = (r= a) (r= b) (r-e); 


multiplions ces deux formules et extrayons la racine carrée, nous 
aurons 

D? TRENTA RAS RENE ASi 

AA E yr — &)(r— b:) (ei — 1), 


et comme on a, d’après (d), 
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il en résulte 
D'_(r—a)(r2— bd?) 
2L a+b ž 
et, par suite, 
D _V{r—aæ)(r—0") 
Vegla+e).. Wri+oab+e.. 
On a ensuite 
dz Les 1 {r— @) (2 —0) 
Rates D Vi —b) = 


ry(r + a)(r +6) 


Jane G | 
T arc tang [V dezt], 


` 


dz T 1 
-= = EES Oaa 
Fer ) v({r+a) (r b) 


par conséquent, 
AAEN dent (r= b) |: 


TAN 


on à donc 
DICO CE 


T 
Fe ee Vars | f 
Il est aisé de voir que le second facteur est plus grand que l'unité; 


T 
donc ©, est plus grand que 5: 
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SECTION IV. 


SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE, 


1. Si l’on a à étudier le mouvement de corps de petites dimensions, 
on peut souvent, en les supposant réduits à des points, obtenir avec 
une grande appfoximation leur mouvement de translation. Mais tous 
les corps de la Nature ayant une certaine étendue, il est elair qu’on ne 
peut traiter rigoureusement de leur mouvement qu'en ayant égard à 
leurs dimensions; c’est donc un des problèmes les plus simples de la 
Dynamique que là recherche du mouvement, autour d’un point fixe, 
d’un corps solide sollicité par des forces données; et pour examiner 
d'abord le cas le plus facile de ce problème, nous commencerons par 
supposer que le corps ne soit sollicité par aucune force extérieure. 


SUR LE MOUVEMENT AUTOUR D'UN POINT FIXE D'UN CORPS QUI N'EST SOLLICITÉ 
PAR AUCUNE FORCE EXTÉRIEURE. 


2. Soient OX, OY, OZ trois axes de coordonnées rectangulaires et 
immobiles, passant par un point fixe O autour duquel le corps solide 
peut seulement tourner; puis, imaginons un second système de coor- 
données rectangulaires qui ait la même origine et formé par les axes 
principaux d'inertie du corps relatifs à ce point. Désignons par A, B, C 
les moments d'inertie du corps par rapport à ces trois axes et par x, 
y, z les coordonnées d'un élément dm de ce corps relatives aux mêmes 
axes; nous aurons 


=f (ezdm, B=/(2+a)dm, C= (24y) dm, 
Jrsdm=o, fzxdm=o, fxydm—o, 


les intégrales s'étendant à toute la masse du corps, 
© 
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On passe du premier système de cordonnées au second par les for- 


mules 
X=—ax by + cz, 


Y=azx + by + c'z, 
Z=a"x+b'y+c"s, 


a, b, c étant les cosinus des’angles de l'axe des X avec ceux des æ, y, 
z, etc. Désignons : 1° par y l'angle compris entre l’axe des X et la trace 


Fig. 3. 


ut sé 
D. 


PR LOUE 
z à 
X/ 


/ 


À 


OA du plan des æ, y sur celui des X, Y; 2° par ọ l'angle de cette 
trace avec l'axe des w; 3° par 0 l’inelinaison du plan des æ, y sur celui 
des X, Y. Nous supposons les deux systèmes de coordonnées superpo- 
sables et nous concevons que l'angle 0 formé de OZ et O z varie de zéro 
à m, tandis que Ÿ et ọ sont regardés comme variant de zéro à 27. Enfin 
l'angle y est compté de OX vers OY et l'angle ọ dans le sens de O% 
vers Oy. 
Nous aurons alors les formules connues 


a = — cos0 sind sing + cosŸ cosy, 

b = — cos0 sin pcos ọ — cos yġ sing, 

e = sinĝ sin}; 

a' = cos cosy sing + sind cosy, 

b'— cos0 cosy coso — sind sin, 

c'——sin0 cos; 

a"=sinĝ sing, b”= sinĝ coso, c"— cos0. 

Posons ; 

cdb + c'db' +- c” db" = p dt, 
a de + a de! + a” de" = q dt, 


b da + b' da + b" da” = rdt; 
16 
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il est aisé de reconnaître que p dt, q dt, r dt sont les rotations instanta- 
nées du corps autour des axes principaux Ox, Oy, Oz. En eflet, dési- 
gnons par Ox,, Oy,, Oz, les positions que prennent ces axes après un 
temps infiniment petit dt; en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, on a, pour la rotation qui a lieu pendant ce temps autour de O x, 


sin (YOy) = cos(»:0z)=— (b + db) c +- (b' + db') e" +- (b"+ db") o” 
= ¢ db + c' db! + o” db”, 


ce qui prouve bien que p dt est la rotation instantanée autour de O< : 
le même raisonnement s'applique à q dt, rdi. D'après les valeurs de a, 
b, c, ..., les trois équations précédentes se changent en les suivantes: 


p dt = sing sinb db + coso d0, 
q dt =cosọ sinf dy — sin d9, 
rdt = dọ + cos dy. 


Des deux premières on déduit 
(1) sin 0 dy = sine . p dt + cosọ . q dt. 


Désignons par u, p, w les projections de la vitesse du point (æ, y, 2) 
sur les trois axes principaux, en sorte que l’on a 


DR ue NET LE 


CE re e POÉ dt’ 

à NE + dell y 
dr T? 0 di 
gire Apio A 
PRE A dt S dt. 


Or de la différentiation des expressions de X, Y, Z il résulte 


dX= x da + y db + 3de, 
dY = x da! + y db! + zde, 
dZ = x da" +y db" + z de" ; 


et, en substituant dans les expressions précédentes, on obtient 


u=q3— ry, V=rX—pPz, W=pY —qx. 
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3. Maintenant prenons pour plan des X, Y le plan invariable; car, 
dans le problème actuel, les trois intégrales des aires ont liey (Sec- 
tion I, n° 13), et projetons laxe ¿ du plan invariable, qui est dirigé sui- 
vant l’axe des Z, sur les axes des æ, y, z; si nous désignons alors par 
is Qı, Yı ce que deviennent les angles 8, p, 4, nous aurons, pour ces 
projections, à 

lsinĝ, singi = f (yw — zv) dm, 
lsin bicos = f (zu —xw) dm, 
lcos0, =f (xv —yu)dm, 


puisque les seconds membres, étant multipliés par dż, représentent 
évidemment les projections des aires décrites, dans cet instant, sur les 
plans mobiles de coordonnées. En remplaçant u, ¢, w par leurs expres- 
sions, on à 
{ lsin, sing, = Ap, 
(2) l sin 0ıcosgı = Bq, 
leos = Cr. 


D'après le principe des forces vives, on a 
Ju + +?) dm —2h, 
en désignant par À une constante arbitraire, ou 
Ap'+Bg'+Cn=2h; 


d’ailleurs, en faisant la somme des carrés des équations (2), on a cette 
autre équation entre p, q, r 


A'p°+ B'q + Cr =. 


Multiplions les deux membres de l'équation (1) par ¿sin 8, et nous 
aurons 
lsin’0, db, = (Apt + Bg’) dt, 


_ Ap'+Bq 
MER Feosû 


(3) db, = EE ldt. 
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4. Différentions l'expression de la force vive 
2T= Ap'+Bq+ Cr, 


par rapport à g',, 9',, d', dérivées de o,, 9,, Y, par rapport à z, et nous 


aurons 
OT STE 


— Cr, 


dy, — dr do, 
dT: sdp: dq dr 
a Pam Bo cr ag, 


= Ap a jte = 0; 


LÉ RCE (ait 
De NPA, PA Cr 
= Ap singisin ĝ, + By cosgisin 0, + Cr cosh, = l. 


Portons les deux premières expressions (2) dans l'équation du prin- 
cipe des forces vives, et nous aurons 


(4) cr+(3 sin?’ọ, + g cos”) (E— Cr) = ah 


Remarquons que Cr est conjugué de o, et Z de ÿ,; on aura donc 
l'équation aux différences partielles en V qui donne la solution du 
problème en faisant dans l'équation précédente 


et il en résulte 
f? EEE aT ns dV\? _ (sing, , cos'e N (a) = te 
NE BA END, DAS VO c SB NA 


Faisons 
V=W + lypi 


W étant indépendant de Ņ,, et l’on déduira de la formule précédente 


2 
SRE (S ae, oe) 


dọ, + lpi 


v= 17 
2 cos Qı 


yB. 
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On en conclut, pour les deux intégrales finies du mouvement, 


tet g étant deux constantes arbitraires, ou 
t Tr — dei nee.) 
ce EE sing, ENA | sing cos'g. 
B C A B 
2 70 
(5) jure 2 05") gp 
E EE n EE se Ve sin’9, cos a 
G A B 


En remplaçant Cr par ¿cosĝ, dans la formule (4), on a 


SA sin’g, = COF Gi) pi = _ p{sin"g q. COSG 
(6) (è À 4 ) Poos0 = ah e{ E r ) 


et de la formule (3) on déduit 


U’ 
2 h — = cos’, 
(7) dE — "ge — dt. 


Au moyen des équations (5), (6), (7) on pourra calculer »,, 9,, Y, en 
fonction de z; on aura ensuite p, q, r par l'emploi des formules (2). 


5. Le système des variables précédentes dépend de la position du 
plan invariable; revenons maintenant au système plus général de va- 
riables que nous avons d’abord examiné. Pour cela, concevons une 
sphère dont le centre soit au point fixe, c’est-à-dire à l’origine des co- 
ordonnées, et considérons le triangle sphérique intercepté sur la sphère 
par le plan fixe des X, Y, par le plan invariable et par-le plan des æ, y 
qui passe par deux axes principaux d'inertie et que nous appellerons 
l'équateur. L'angle y représente la longitude du nœud de l'équateur 
avec le grand cercle déterminé par le plan des X, Y; désignons par æ la 
longitude du nœud du plan invariable avec le même plan, en sorte que 
ÿ — « est un côté du triangle. Les angles ọ, et ọ sont ceux que fait 
l'axe principal A avec l'intersection du plan de l'équateur par le plan 
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invariable et par le plan des x, y; donc ọ, — ọ est le côté du triangle 
sphérique situé sur l'équateur. Enfin, en convenant de compter langle y, 
à partir du nœud du plan invariable, nous aurons 4, pour le troisième 
côté du triangle sphérique. Alors, si nous désignons par y l’inclinaison 
du plan invariable sur le plan des X, Y, les angles y, 9,, 7 —0 seront 
respectivement opposés aux trois côtés g, — ®, Y — æ, Yı, et, d’après 
les formules de la Trigonométrie sphérique, nous aurons 


cos0 = cosy cos@, — siny sin 0, cos Y, 


sin(gi—@) _ sing, _ sin(4 — a) 
siny sin sing, 


Au moyen de ces trois équations, on pourra calculer les trois angles 0, 
9, Y, quand on aura déterminé les valeurs de 9,, Qi, Yi 


6. Le problème devient beaucoup plus simple dans les deux cas par- 
ticuliers suivants : 


1° Dans le cas où B est égal à A, la première formule (5) devient 
t + T= Eror ARS CA — -c à 
V 2h — EAS 
( AJAO 
et l'on a les formules suivantes : 


SE PRET ER a 
= x y (2ha — e) ART); 


l 
hegalek 
sn .(2AA—H)C 
de ME VS ` 


Le cas où A est égal à B offre un intérêt particulier, parce qu'il se 
présente pour le globe terrestre. Pour que B soit égal à A, il mest pas 
nécessaire, comme on sait, que le corps soit de révolution autour du 
troisième axe principal. Or c’est ce qui a lieu pour la Terre, qui est 
loin de pouvoir être considérée comme un solide de révolution autour 
de la ligne des pôles; mais, d’après ce que j'ai démontré (Journal de 
Liouville, t. 1, 1876), la différence entre les deux axes A et B perpen- 
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diculaires à la ligne des pôles est si petite, que toutes les observations 
astronomiques sont les mêmes que si B était égal à A, et que la quan- 


tité = est plus petite qu’elle ne le serait pour un ellipsoïde de 
même dimension que la Terre, et dont les demi-axes de l'équateur dif- 
. féreraient seulement de 2 mètres. 
2° Supposant que l’on a Cœ B> A, remarquons que nous avons les 
deux équations 
B—2Ah=B(B—A)g + C(C— A)r, 
P— 2Ch = A(A— Cp +B(B— C)g, 


et qu’il en résulte 
P—oAh>o, l—2Ch<o; 


mais il peut arriver que ¿°? — 2BA soit nul, et l’on reconnaîtra aisé- 
ment que, dans ce cas, les intégrations peuvent encore s'effectuer sans 
l'emploi des fonctions elliptiques. 


Sur l'emploi des fonctions elliptiques dans le problème précédent. 


7. L'angle g, peut s'exprimer au moyen de 0, d’après la formule (6), 
et, si l’on introduit ĝ, au lieu de ọ, dans la première formule (5), on 
trouve facilement í 
C VAB isind : 
)sin’ð, YP(C— A)sin’ð, — (240 — PJA 


Vht — E)B— (ü — B 


Supposons Cœ B > A; d’après ce que nous avons vu au numéro pré- 
cédent, la quantité 24C — /? est positive, et, afin que l'expression de 
di soit réelle, il faut que l’on ait 


"+ (2hC— E)B ‘es (2AC—P)A 
sin? 0, < D cor EN b> “HC—A) 
Posons 
(2hC-—E)B _, (24C—H)A 


B[C—B) =f EEES ER 
sin?ĝ, étant compris entre fet s, on peut poser 


sin’, = fsintu + $ cos’ p, 
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en désignant par y. une nouvelle variable. On en déduit 
(24C— P)B— L(C — B) sin?0, = P(C — B)(f--s)cosp, 
L(C— A) sin, — (2h40 — E) A = P(C — A) (f — s) sin’p, 
sinĝ, cosĝ, d9, = (f — s) sin p. cosp dy, 
(f— s) sinp cosp dy 


sin 6, dô, = — aa Fer 
Vi—s— (f—s) siny ri 


On en conclut, pour l'expression de de, 


dim nm __CVAB du DR A A 
LYC — A) (C Hire Vs) sing 
On a 
O C(E—ahA) | 4, (2hC—P)C(B—A) 
Tvea] £ P(C—A)(C—B) ? 
done, si l’on pose | 
Jr 
mi A 


il en résulte 
(B—A)(2Ch— l) 
(C= B) (P= 2Ah) 


Nous avons ainsi 
VABC dy 
TC B)(P—2A h) Vi sing 


En désignant par u une nouvelle variable, posons 


LE ER 
Vi kisin 


nous aurons p. = amu et 
VABC j 
VIC—B)(F—244) ” 


la constante — + indiquant l'époque pour laquelle x -== o. Nous avons 
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ensuite 
cos*0, = (1— s) (1— k’ sin’ p) = TR Er Aam u, 
C(F—»Ah) 
cos 0, = x? NAUN Aamu, 
l P—oAh 
P= C cos, Vi SN Aamu. 


Comme cosĝ, ne peut s’annuler, on peut supposer 6, &= et compris 


entre zéro et z; on peut donc prendre le radical précédent avec le 
signe +. 
L'équation (6) du n° 4 peut s'écrire sous cette forme 


Ds =: Bsin’o, sin°0, = 2h —- SA e= 2 cos? 9, ; 


et, en remplaçant cos?0,, on trouve 

I 2? ein? in? 

RU sin’o, sin?0, = — Fa 
On aura, par suite, 


p= <= singsing = nr cos amu; 


sing, est toujours positif; on prendra donc le signe + ou —, selon 
que, pour «=o ou ¿= — 7, sing, sera positif ou négatif. 

On passe de l'expression de p, vitesse de rotation autour de l'axe 
principal Ox, à l'expression de q, qui est la vitesse de rotation au- 


tour de Oy, en changeant A en B, B en À ets, en z +9, Ce qui 


T . 
change p en + = et cosamu en — sinamw. On a donc 


1 
q= à cose: sin, = = pj Sinam u. 


8. Reste à calculer l'angle ÿ, donné par la formule (3) du n° 3 


Ap Bg? 


Ap’ A? p: + B’y? icat, 


dy, = 
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D'après les valeurs précédentes de p, g, on a 


2n2 20 — | SEs A cos’amn + Bsinamy 
Ap? + B'q = (20h r) ( CA } E ) 
LA(2CA—P)F C(B— 
| Qu TC p Sin amu |, 
et l’on a ensuite 
Ap’ + Fe mr HA TU A p? EE Bq z 
sims (B—A)C==A) sin’am w 
TENA A?(C — B) i C(B— — A) rw vs 
> A(C— — B) à 


Done, en désignant par g une constante arbitraire, on obtient la for- 
mule 


s E E E N a I P"_ sinamudu N 
i Meter RE (= LUE pa . a he) 


A(C—B) 


Afin de comparer cette expression à la fonction déjà employée (Sec- 
tion I, n° 11) T (u, a) ou 


pe sin am a cos am a A am a sin?am ee du i .dlog@ (a) 1] O(u—a) 
1 — sinama sin amu 2 da r OÖ (uta) 


vo 


posons, en introduisant la quantité &, 


BAA 


roue f 
= tB) l? sintam (ic), 


il en résultera, en choisissant les signes et faisant i =y — 1, 
sinam (iz) =i C(L aAh), 
ST A(24C— b)’ 


cosam (ia) =l A(2hC— t) 
PN, 


Aam (ia) = a 
TE 


lsinam{iæ)cosam(iæ)Aam (ia) — í 


ne RC 
ST 
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Posons 
UE uve -BG ia C cosam{iæ)Aam(ix) 
KT = Vier RER: 7 y e j 
A(G—B)(F—2A4) C—A sinam (ig) 
et nous aurons 
yapim fis lsin am (ix) cosam (iæ) Aam (iæ)sin?amu du 
aiT Vo 1— l sin’am (iæ) sin’amu 


ou 


En faisant 


VE l—2Ah) n m4 A RUES n', 


ABC 


on a ; 
u= n (tt), W—g=nu+ LUS 


4K 


9. Si l’on augmente u de 4K et, par suite, ¿ de 77> les valeurs de p, 


g;ret, par suite, celles de 9, sinp,, cosy, resteront les mêmes; donc 
0,, sing, cosy, sont des fonctions périodiques du temps dont la pé- 


riode est 
4K, 


21— 
h 

Ensuite, si l’on augmente u de 2K, la fonction O (u = 1x) ne change 
pas; donc l'angle y, se compose d’une partie qui croit proportionnel- 
lement au temps ¿ et d’une partie périodique par rapport à £ et qui a T 
pour période. 

D'après cela, imaginons que les axes des X, Y tournent dans leur plan 
autour du point fixe avec une vitesse angulaire égale à nz (cette vi- 
tesse étant comptée dans le même sens que l'angle y, ), alors le mouve- 
ment du corps redeviendra exactement le même au bout d’un temps 


L4 D K p" LA ! 
égal à 2T = ci par rapport au système d'axes de coordonnées formé 


des deux axes mobiles et de l'axe du plan invariable. 
174 
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Si nous posons 
y — j i O(u — ia), 
T2 86 (utia) 


nous aurons 
p=g+n'u+ Y. 
Il en résultera aussi 
¿"i — OTu— ia), 
~ VO(u+ia)’ 
posons 
O(u-t-ia)O(u—ia)= P, 


et nous aurons 
O (u+ iz) +0 (x — ia), sin Y — Olu+iæ)—O(u—ia) 
2 yP i 2i yP 
ll est aisé de calculer ces deux expressions. En effet, d'après les for- 


Li 
mules de Jacobi ( Fundamenta, § 63), nous avons, en faisantg, =e *, 


cos Y = 


O ($2) = =1 — 2q CO0S2 x + 2q; cos4 x — 2q? cosx —. 


is 


(nous mettons un indice à la lettre g, cette lettre g représentant une 
quantité précédente), et, en posant £ = TP nous obtenons 


+[O(u+ia)+O(u—ix)] 


274 


= gti + gi) cos TE + geste g qi") cos = —. S 
lO (u+ia)—O(u—ia)] 
t — nt Le —24 (AFS 0 env 
ET (ES )sin TE gi — g“)sin K +: 


Les formules qui précèdent suffisent entièrement pour déterminer la 
position du corps solide. Cependant Jacobi a donné les formules les 
plus simples qui représentent au moyen des fonctions elliptiques les 
neuf cosinus des angles des axes prineipaux avec le système mobile 
daxes dont il a été parlé ci-dessus (Sur la rotation d'un corps, t. II de 
ses Mémoires). 
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De la stabilité du mouvement d'un corps solide autour des axes principaux 
d'inertie. 


10. Il est aisé de démontrer que les axes principaux d'inertie 
peuvent servir constamment d'axes de rotation à-un corps solide qui 
n’est sollicité par aucune force extérieure, mais que la stabilité n’a lieu 
qu'autour des axes du plus grand et du plus petit moment d'inertie. 

Supposons, en effet, que l’on ait p= o, q =o à un certain instant; 
d’après les valeurs de p, g exprimées au moyen de amu (n°7), il faut 
que l’on ait 2hRC—(l= 0 ot, par conséquent, p, g resteront constam- 
ment nuls, c'est-à-dire que, si le corps tourne d’abord autour d’un axe 
principal, il continuera indéfiniment à tourner autour de cet axe. 

Supposons ensuite, comme précédemment, que B soit l'axe moyen 
entre À et C. Si p et q sont (rès-petits à un certain instant, en sorte que 
laxe instantané de rotation s'écarte très-peu de l'axe C, alors, d’après 
les valeurs de p,q, on voit que 24C — l° est très-petit; or, d’après la 
supposition qui a été faite, le module Æ des fonctions elliptiques est 
réel et plus petit que l'unité, et même il est très-petit; il s'ensuit que 
cosamu, Aamu sont compris de zéro à 1; donc p, g resteront toujours 
très-petits. 

C'est au reste ce que l’on voit immédiatement d’après la formule 


2hC—1=A(C—A)p+B(C—B)g, 


dont le premier membre est de même signe que les deux termes du se- 
cond, en sorte que l’on a toujours 


, 2hC— 1 a 2hC—P 
Paca) TTBT-5) 

11. Bien que les formules qui donnent p, g, r (n° 7) en fonction de 
amu aient été calculées en vue qħe B soit moyen entre A et C, elles 
sont encore admissibles si l’on prend C pour cet axe moyen; seulement 
les facteurs qui composent p, q ne sont plus tous réels. 

Supposons done A > C> B, et admettons que, à un certain instant, 
p,q soient très-pelits, on en conclura encore que 2hC— Pesttrès-petit. 
Remarquons ensuite que, l'expression de 2AA — l? étant positive, la 
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valeur de u en fonction de £ doit s'écrire 


=y“ ZAAT (ta). 
Faisons donc 


av 6 RE CET TETT TL pgre : 
u == vi, = ABC TJ; 


U—2Ah<o, l'—2Bh>0o, 


nous avons 


mais /— 2C% peut être positif ou négatif. 
Supposons /* — 2C4-> o, nous aurons 


E cosam (vi) Prea isinam (vi) 
DVE PEN RICE) 2 


p= pe = Aam (vi). 


[5 .- 2Ch étant très-petit, les quantités Æ et q, seront des quantités ima- 
ginaires très-petites et les fonctions sin am (g), cos am (ve) se calcule- 
ront aisément par les formules où 4 = y1 — 4? 


De Toi taane si nor : 
“4 2 qi 2K di: ha 2K rs 
sin am (vi) = T 3 Pi mi 
y“ 1 24\C08 -K + agt cos fr — agt cos mt. 
L v 
- T7 gi cosg + qi eos K + 
cosam (vi) = 2 Fu Sa rene res 
1 — 2q, C05 =g + agi cos íZ —.. 


dans lesquelles on remplacera les sinus et cosinus d'arcs imaginaires 
par des exponentielles. On voit aussi, d'après ces formules, que 
sin am (vi) et cos am (pi) peuvent de#enir très-grands pour une grande 
valeur de z et que, par conséquent, si p, q sont d'abord très-petits, il ne 
s'ensuit pas qu'ils restent très-petits. Ainsi l’axe moyen d'inertie n’est 
pas un axe stable de rotation. 

Si [? — 2CA était négatif, il suffirait de désigner le plus petit axe 
par À et, par suite, le plus grand par B, pour que les mêmes for- 
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mules et les mêmes conclusions sur la stabilité fussent applicables; car 
on a alors les inégalités 


E aE l1— 2Ch< o0, 


P—24h>0, l?—2Bh<o. 


SUR LE MOUVEMENT AUTOUR D'UN POINT FIXE D'UN CORPS SOLIDE 
SOLLICITÉ PAR DES FORCES QUELCONQUES. 


12. Supposons, pour plus de généralité, que, par le point fixe au- 
tour duquel le corps peut tourner, on mène d'une manière quelconque 
trois axes rectangulaires fixés à ce corps, Ow, Oy, Oz. Adoptant les 
mêmes notations qu’au n° 2, posons 


do do dy 
a a G DL tes SUN ENT El 
Fo D: | Fe ET mr 


et les expressions de p, g, r deviendront 
p= sing sin0.4'+ coso.0', 
q = cosọ sinĝ. Y'— sing. 0’, 
t = 9 cosh. y 
En désignant par x, v, w les composantes de la vitesse par rapport aux 
trois axes, on a, pour l'expression de la force vive, 
2T =f (w -+e + a?) dm, 
avec 
U= qa = ty, V=rR—pz W=pyY —qX, 
et, en posant 
A= f(y?+2)dm, B=/f(3+2)dm, C=/f(x +3") dm, 
D = fyz dm, E= f':x dm, F= fxy dm, 
on a 


2T = Apt + Bg- Cr — 2Dgr — 2Erp -- 2F pq. 


On a ensuite 
ere Top Clos, 
ET dp PE: dg g dr 
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ou . 
ar dT dT dT dT s ÿ 
0 — (T — Tr) 9 + (i sino cos + - di coso COS 0 — PFA sind) d'60 
dx e do" +- (Z sino sinĝ +- me coso sin ÿ -+ coso) dy" 


+- dT dT sin )se. 
dpi coso -— i ing 


Appliquons l'équation de Lagrange (Section I, n° 23) 


ET dau 


dt slidque aqin 


0, 


en prenant », ĝ, y pour les variables q;, et nous aurons 


aT 
_dr _ dr F dT dU 
de dp 1 dq Por do 


: 0, 


ST sin sin + y co inĝ + CL s0 
dp TA dq Non $ dr 95 GURS 
di a dy z 
(3 coso aT sing) 
dpo edi: d'i dT dT dy _ du _ 
ee ee cos0+ gy cOSg cos0— r sin o) Te = 


Ces équations ont été employées par Lagrange dans ses Recherches 
sur la libration de la Lune. 
Examinons la première de ces trois équations. Nous pouvons poser 


U= fvdm, 


v étant fonction des coordonnées X, Y, Z de l'élément de-masse dm du 
corps solide, et l'intégrale s'étendant à toute la masse du corps; or on 


a les formules 
X—ax+by + cz, 


(a) Y= ax + b'y + c'z, 
Z = a"x+ by + cz, 


où æ, y, z restent constants quand £ varie; ¢ et U varient donc seu- 
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lement avec les cosinus a, b, C, a’, .... Ainsi l'on a 


dU du dU 2e 
de = a (2050 sind coso — cos 4 sin ọ) + ay (c050 sin Y sing — cosy cos) 


j ) 
TP x (cos 9 cosy coso — sind sin ọ) + T (— cos cosy sing — sin Ņ} coso) 


sin ĝ coso — aA sinô sing. 


LT n 

Pour comprendre les dérivées de U et p par rapport à a, b, c, .…., il 

faut se représenter U et ¢ comme des fonctions de X, Y, Z dans les- 

quelles ces coordonnées sont remplacées par les expressions (a), sans 

qu'on ait égard aux relations qui existent entre les neuf cosinus, car 
autrement ces dérivées n’auraient pas de sens déterminé. 
La formule précédente peut s'écrire plus simplement 

aU aU dU dU di a LU 


y dU 
do — Roga da ii da | f da tab “av db” 


dv , dv „ dv dv „dy „do 
= foa ah Aaa a es m) auty 


E E DA 


Oron a 


dv _ dv dX dv dY E dv dZ _ dv: pe dy PE dv 
da dX dx ` aY dx dZ dx  ydb° ‘ ydb 


[4 


yd“? 


et de même 
dv _ dv dv dv 


b'+ 


dy xda + gda x da" 


qU f(e dv H .dv sp i 
dy ~) dr Te) 


13. S'il n'existe pas de fonction de forces, il suffira de remplacer 


b”; = 


il en résulte donc 


da’ dy P3 les composantes, suivant les axes des æ et y, de la force 


appliquée au point (æ, y, 2) (Section I, n° 20), et l'expression de A 


sera remplacée par la somme des moments des forces autour de l'axe 
18 
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des z. Désignons par N cette somme, et nous aurons l'équation 
dT 
Orap aT 
d dp 1 dq 


nous en déduisons par analogie, au moyen d’une permutation des 
lettres p, q, r, les deux autres équations 


dT 
Cap _ dt LL 
Juadah dns et 
d'i 


eener 
dt dr P dp 


L et M étant les sommes des moments des forces autour des axes des æ 
et des y. 

Bien qu'il puisse être utile, pour certains problèmes particuliers, de 
ne point faire coincider les axes des æ, y, z avec les axes principaux 
d'inertie, il sera, en général, plus commode d'établir cette coïncidence 
afin de simplifier les formules. Alors on aura D = E = F = o, et l'on 
obtiendra les trois équations données pour la première fois par Euler : 


Le an ni 
CT +(B—A)gp= N, 
dp re 
AT Lu (C — B) =L, 
dq ta. 

B Tr + (A— C) p =M: 


14. On peut encore démontrer les équations du numéro précédent 
par la méthode suivante, donnée par Lagrange : 

Désignons par dP, dQ, dR les trois quantités pdt, gdt, rdt, bien 
qu’elles ne soient pas des différentielles exactes, et par OP, ÒQ, OR ce 
que deviennent ces trois quantités quand on y remplace les différen- 
tielles selon d par les variations selon à. Nous aurons 


dP = cdb + c'db'+ db”, 
òP = cdb + c'àb'+ c” òb"; 


SECTION IV. — MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE. 139 


en différentiant la première des deux formules selon ò et la seconde 
selon d, on a 


ddP == cô db + c'à db! + ce’ à db" + dc db + dc! db! + òc” db”, 
dôP — cdòb + c' ddb'+ c”d b"+ deb + de'àb'+ de” ðb” 
et, par suite, Ë 
ddP — dôP — dcedb -+ dc'db'+ dc"db"— deb — dc! àb'— dc" db”. 


Or des équations : 
ade + a'dc' + a"dc"= dQ, 
— bde — b'dc'— b'dce"= dP, 


cde +- c'de' +- c" dc” = o 


on tire 
de =adQ — bdP, par suite, dc =aòðQ — bòP, 
(æ) de'= a'dQ — b'dP, » dc'= a'àQ — b'ôP, 
de"== a"dQ — b”dP, » dc"= a” ðQ — b" òP. 
On a, par analogie, 
db =cdP —adR, òb =còP — aûR, 
db' = c'dP — a! dk, db'=— c'àP — a'dR, 
db" c"dP — a"dR, db"= c" òP —- a” òR; 


on en conclut la première des trois équations suivantes : 


òdP — dòP = — dRÔQ + ôR dQ, 
ddQ — dùQ = — dPôR + òP dR, 
dR — dôR = — dQP + 0Q dP, 


les deux autres s’en déduisant par analogie; ces formules montrent 
que, dans les expressions d òP, dQ, d OR, les signes d et à ne peuvent 
être intervertis. 
On a d’ailleurs 
AT dP dT ôdQ  dT dR 
dp dt aq dt ‘dr dt? 


et, en se servant des trois équations qui précèdent, 


| ôT- En (Tr + qòR -ra0) 
(RESI E BEN 
ns dL/d8Q > dT/dòR 
| =| dq (r Ga mi À òP — pèn) -H dr (Te + pèQ = ao?) . 


18, 
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Appliquons l'équation (Section I, n° 22) 


(7) S{ÈT + SU) dt — 0; 


nous avons 


f: dT 
dio ea, “dp Ei 
TE AN AE St . òP dt; 


donc, en faisant 
ôU = U, òP + U,0Q + U, ÔR, 


l'équation (y) deviendra 


dT 
| Gr) dT 
o — /fdt = OR ERr 07 
dT” 
Ta ar 


dT 
Ta dT 
— 7 ÒR + (pòQ — qòP) E -+ UdP + U:dQ + U, dR |. 


En égalant à zéro les coefficients de AR, òP, ðQ, on a les trois équations 


2T 
E P, O 
di Tap P aq s 


b emne og soulie e o on o E O 


Je n'ai pas voulu appliquer immédiatement-à la formule (f) les 
équations de Lagrange, parce que, dP, dQ, dR n'étant pas de véritables 
différentielles, il était bon de reprendre dans ce cas particulier le rai- 
sonnement qui a fourni en général ces équations. 

On a ensuite 


` _ dU AU dU 
QU a T 0 
E E E A CMP dt: 
-H ia —> db + — dc’ + a" + -r db”+- de 


= a+ C'+ — ò ; = 
da db' dc’ da” db’ de 
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el, par suite, 


au— TE (boR — cd) + T° (CoP — aëR) + PT (adQ — LP) 
ài SE (boR E dU erap — adk) + ZT (a'3Q — b'dP) 
4 ZE (orar — 620) + Fir ("dP — ara) + ŽE (aQ — bap). 
Il en résulte 


et, d'après ce que nous avons vu àla fin du n° 12, U, représente la 
somme des moments des forces par rapport à l'axe des z : nous retrou- 
vons donc bien les équations du n° 13. 


ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE ENTIÈREMENT LIBRE. 


15. Considérons un corps solide absolument libre; désignons par 
&, B, y les coordonnées de son centre de gravité par rapport à trois 
axes rectangulaires et fixes, et par X, J, % les composantes de la force 
accélératrice qui agit sur l'élément dm du corps. Nous savons que les 
trois équations différentielles du mouvement de ce centre sont 


da. 
mer = [ X dm, 


m oe- =A, 


m DT = [ t dm. 


Si l'on désigne ensuite par X, Y, Z les coordonnées rectangles de 
chaque élément dm, prises par rapport à trois axes parallèles aux pre- 
miers et menés par le centre de gravité, on aura ces trois autres 
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ŒY dx T 
ft de FF dé Tr) dm E EAC YX) dm, 


[GS =Z T) 7h = f(X% — 23) dm, 


équations 


de dt? 
, ŒX dZ sd p 
flex) dm= fiz% - xx) dm. 


Ces trois équations conviennent également au mouvement d’un corps 
solide autour d’un de ces points supposé fixe et placé à l’origine des 
coordonnées X, Y, Z. On a, d’autre part, 


X—ax+by+ cz, 
Y=ax+by+cz, 


YA —.a" 2 + by "z, 


æ, y, z étant des coordonnées rectangulaires par rapport à trois axes 
fixés dans le corps, qui sont donc invariables avec z; ensuite a, b,c, 
a', ne dépendent que des angles o; 9, 4 qui déterminent entière- 
ment la position du corps (n° 2). Ces trois quantités peuvent être dé- 
terminées par les trois équations différentielles précédentes, qui sont 
les mêmes que si le centre de gravité était fixe. 

Ainsi le mouvement d’un corps libre, par rapport à trois axes rec- 
tangulaires de direction invariable et menés par le centre de gravité, 
est le même que si ce point était fixe et que toutes les forces qui solli- 
citent les différents points du corps fussent appliquées de la même 
manière. Ce mouvement de rotation sera, par conséquent, donné par 
les formules des n°° 12 et 13. 


16. Il ne faut pas croire cependant que l’on puisse calculer séparé- 
ment, du moins en général, le mouvement de translation du centre de 
gravité et le mouvement de rotation autour de ce centre. En effet, les 
forces motrices, X, J, #, appliquées aux différents points du corps, 
dépendent des coordonnées de ces points et, par suite, des trois angles 
p, 0, Y; les trois équations du mouvement de translation dépendent 
donc de ces trois angles. D'un autre côté, les mêmes forces dépendent 
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des coordonnées &, n, & des points du corps par rapport aux axes 
fixes; et comme l'on a 


E=axtEX, n=P+Y, C—=y+2, 


on voit que les équations du mouvement de rotation dépendent des 
coordonnées du centre de gravité. Ces deux mouvements sont toutefois 
indépendants l’un de l’autre dans les deux cas particuliers que nous 
allons indiquer. 

Si le corps mobile n’est soumis qu'à l’action de la pesanteur, le mou- 
vement de translation du centre de gravité du corps s’effectuera sur 
une parabole et la résultante de toutes les actions de la pesanteur pas- 
sant par le centre de gravité, le mouvement de rotation ne sera dû 
qu'aux impulsions initiales. 

Si le corps est une sphère composée de couches concentriques et 
homogènes dont toutes les parties sont attirées par divers centres en 
raison inverse du carré de la distance, chacune de ces actions et, par 
suite, leur résultante passeront par le centre de gravité. Donc ce centre 
se mouvra comme un point de même masse que le corps, et sollicité 
par toutes les forces appliquées à ce corps et transportées parallèlement 
à elles-mêmes en ce point. Quant au mouvement de rotation, il sera 
indépendant de ces forces et il ne résultera que des circonstances ini- 
tiales. 


SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS PESANT SUSPENDU PAR UN POINT FIXE. 


17. Supposons un corps suspendu par un point fixe autour duquel : 
il peut tourner en tout sens. Prenons ce point O pour origine des coor- 
données fixes et l'axe des Z de ces coordonnées suivant la verticale qui 
passe par le point de suspension; puis mettons l’origine des coordon- 
nées mobiles æ, y, z au même point et l'axe des s de ces coordonnées 
suivant la droite OG qui joint le point O au centre de gravité G. Si 
nous désignons par y la distance OG, nous aurons ` 


fxdm=—o, frdm=0o,  fzdm=my, 


Z=a"x+b'y+c"s, 
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a", b", c" étant les cosinus de l'axe des Z avec ceux des +, y, z. Nous 
aurons pour la fonction de forces 


U= fgZdm= + ga” [x dm + gb" [y dm + ge” [dm = + mgyc". 


Appliquons les équations du n° 13, en nous rappelant que l’on a en 
général (n° 12) 


dU , dU AU dU , dU dU 


=e e e dede adl 
et nous avons 
2e 
dp dT i 
dit Iar dq aus ot 
HOT ee 
(A) _ dq Le doi zadeg: ei BAR 
di "ap Padna? 
ger 
dr dT dT 
eae Aa a 


en faisant 
2T = Ap + Bg + Cr? — 2Dqr— 2Erp—2Fpq. 


Nous ne faisons pas D = E = F = o0; car nous restreindrions la géné- 

ralité de la question, en supposant que la droite qui joint le point de 

suspension àu centre de gravité est un axe principal d'inertie. 
Multiplions ces trois équations par p, g, r, et nous aurons en ajoutant 


dT dT d'F y i 
pa da + Tr ro + mgy(b"p—a"q)dt= o. 


Or la troisième des équations (x) du n° 14 nous donne 
(a) do” = — (b p — a" q) dt, 


et il en résulte 
dT a AE 742 "2 
pd dp + qd dj SE rd ‘dr — mg de = 0, 
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ou en intégrant 
dT dT dT M 
(B) Pij EIRE TARR, 
h étant une constante arbitraire. 


Multiplions les trois mêmes équations par a”, b”, c”, nous aurons 
a aT MR a od ta dites 


dT (4 (4 AT " 4 
Tda p—a r)dt + p (a q—b"p)dt=0, 


et, à cause des deux équations analogues à (a), 


da” = — (c q— b”r)dt, db"——{a&"r—c"p)dt, 
nous avons 
dT dT dT : dT dT dT 
T hata LA (dom NAS jan) n pa 7 LE de" = 
Papin di Le dr A didr 0, 


et en intégrant 


(C) AT epin pa a 


dp dq Rs 


l étant une constante arbitraire. 


18. On pourra intégrer complétement les équations du problème 
dans le cas où la droite qui passe par le centre de suspension et le 
centre de gravité est un axe principal d'inertie et où les deux moments 


d'inertie par rapport aux deux axes des æ et des y sont égaux. Alors, 
en effet, on a 
DRE AD, 


2T = Ap°+ Ag + Cr, 
' et la troisième des équations (A) devient 


dr 
CT 0 OUEN); 


w étant une constante arbitraire. 
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Si l’on remplace a”, b”, c” par leurs valeurs dans les équations (B) 


et (C), on a 
A (pg) + Cr —zmgycosh = 2h, 


A (psinĝ sing + qsin b cosg) + Cocos = l. 


Or des expressions de p, q, r (n° 2) on déduit 
dy 


psin 8 singo + q sin ĝ coso = sin’ T? 


: ER ALLAN d8 \: 
pP tag =sin o(3) + (F) 


L dy 
r= dt + cos 2 FT 
et, en substituant les valeurs des premiers membres des deux premières 


équations dans les deux précédentes, on a les trois équations 


A [sino (FE) + (2) | + Co— 2gmycos0=—2h, 


A sin’9 dy + Cocos — l, 


dt 
dy 
dt 


= 6), 


de 
Fr + cos 0 


On tire de la deuxième 
l— Cocos 
dy = Asin?0 di, 


et en portant cette valeur dans la première 


Asin dô 


V(2h — Co + 2gmy cos 6) A sin?8 — (l — Co cosô} 


; 


puis on aura 
i | ({— Cow cos) d9 z 
sin9 y(2h — Co + 2gmy cos0) Asin? — (l — Co cos0)? 
e T 
sin y(2%— Cw’ + 2gmy cos) Asin’9 — (L— Co cosh)? 


et le problème est ainsi ramené à des quadratures. 
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FORMULES POUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS PESANT DE RÉVOLUTION 
ET SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE. 


19. Nous allons des formules précédentes tirer 9, y et ọ en fonction 
de #. Si nous désignons par s la distance du centre de gravité au plan 
horizontal qui passe par le point de suspension, nous aurons 


3 = ycos0, 
rss A dz À 
Vi2h — Cw+agms)A(y— 2)—{(yl= Coz} 


Désignons par zo la valeur initiale de z, et posons l’équation en z, 
(a) A (2h — Co +agmz)(y — 2°) — (yl— Coz) = 


si l’on fait z = z, dans le premier membre, il sera positif, parce que dt 
est réel. Si donc on fait dans le premier membre de cette équation 
successivement 


3=Y, 2—=% 3== yj, 7=— 0, 


on obtient respectivement les signes 


— + — + 


et l’on en conclut que les trois racines de l'équation sont réelles : une 
comprise entre y et z,, la seconde entre z, et — y et la troisième au 
delà de — y. Désignons ces trois racines respectivement par a, b, — c. 
La valeur de dż étant réelle, z ne pourra varier qu'entre a et b, et l'ex- 
pression de # + + deviendra | 


VE fr V(a— 3) CE 


en prenant pour limite inférieure la plus grande valeur de z et dési- 
gnant par + une constante arbitraire. On obtient ainsi une formule 
toute semblable à celle que nous avons obtenue pour le pendule simple 
(Section HI, n° 10). 

19: 
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z étant compris entre a et b, on peut poser 
z= acos?o + bsin’c; 


si de plus on fait 


z 
—b G 2 
k= aG E i fe ane t 
gs TN o Vi—sino Ja Vi—sin'c 
on a amu = 6, et l’on trouve 

v FAE F, 

AE E aea — l. 
mg(a+ c) 


Si l’on désigne par T le temps qui s'écoule quand z varie depuis a 
jusqu’à b, on en déduit 


pe Va K 
mg(a+c) 


et, en divisant ces deux égalités entre elles, 


Il en résulte donc pour z 
ES acostam À (1+1) + bsintam À (t7). 


20. Calculons ensuite l'angle 4. Nous avons l'équation du n° 18 
À l] 
Asin’ ee = l — Cw cos9, 


qui peut s'écrire 
A (y — 3!) a = lp — Coyz, 


et, d’après la valeur de dt, 
2y ly— Coz du 


Jp RES 72e 


Via+c)amgA Y- z 


Comme on a 
z= a— (a— b)sin’c, 
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il en résulte 


ly— Coz ly — Coa + Cw (a — b) sin’s 
Y—2  [y—a+(a—b)sinc]|y+a—{(a—6)sinc) 


et si l’on pose d’après cela 


ly—Coz ._Nsin?s Psin’c 
y — 2? Fe nee -dane yrc (tons, 
on aura 
ly— C — l)(a— -— 
Mu, — (Co je b) p = (Co+t)(a b) 
y =a 2(y— a) 2(y +a) 


On aura donc, en désignant par E une constante arbitraire, 


Ņ—E= — EN EMENE DRE Y(Cw—1)(a—b) “u sin’amudu 
v2mgA {a+ c) (y—a) y2mgA (a +c) ICE RTE 
Le] 


es / | 
(b) rer 
7 y(Co+1)(a—b) “ sin’amudu 
(y+a) V2mgA (a+c) I— CU ARE 
j: y+a 
Posons 
LE = k sinama, d'où sin’amg = dand 
y+a y+a 
et prenons, en faisant i = y— 1, 
sinama = (/ <S  cosameæ——i4/2—?, Anma— LEE 
AU 7+a y+a 
il en résultera, comme au n° 11 de la Section HI, 
“__ sinamudu 1 The 
CEAO — isinama cosamgAama `?” 
a sin’amu 
0 J 
i(y+a) Va+c I(u, a). 


(a=b) yy rar + te 7) 
Or a, b, — c étant racines de l'équation (a), on a 


(c) A(24—Co+2mgz)(y—3)—(yl—Cwz} = 2mgla—z)(2—0b)(3+0)A, 
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et, en faisant z = — y dans cette identité, on obtient 
— P (l+ Co} =2mgA(a+y)(y+b)(y—0c), 


Viy =a) (y +b) (=y) = VamgA 


On trouve ainsi que le troisième terme de l'expression de ÿ — E se 
réduit à 


il(u, a). 
Posons ensuite 
ge = — k sinam, d'où sin’amĝ = SANAA 
LRS $ —y+a 
et prenons ; 
sinam =i 4/2, cosams— V= Aamĝ = V=; 
Vas RE . ie 
il en résultera 
“i. sinamudu — — i(y— a) ya +c ; 
J: 1+ Z siamu (a— b) V(y =a) (y— b) (y+ c) 
/ =Z 
et, en faisant z = y dans (c), nous obtenons 
; m l— Co) 
vV =a) (y =b) (y+ c) ETT 


on trouve donc, pour le deuxième terme du second membre de (b), 
— il(u, 6). 
Il en résulte 


27 : 
4 — E = —— 4 Mu +- Il , —]I » B) ‘ 
(d) Ÿ y2mgA (a +c) u il (u a) (u ] 


Si l’on pose, en faisant ¿ = y— 1, 


a=ie+K, in; 
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e et n seront réels. Faisons 


j PE A EASE T + [ose L djoe atin 
vVla+c)2mgA dn 

_ i Q{(u—ie—K)O{(u+in) 

PENSE or) 


et nous aurons 
Y—E=LA (t+)+®. 


Les valeurs obtenues pour z et 4 sont entièrement semblables à 
celles des mêmes quantités que nous avons trouvées pour le pendule 
simple (Section II, n° 10, 11). 

21. Calculons ensuite l’angle ọ au moyen de la formule 


de = « dt — cos dy. 


On a 
z_a a—b. 
cosĝ = — = - — sin?c; 
VRAT, 
d’après le numéro précédent, on a aussi 
27 ly — Coa + Co (a — b) sin’s 


— lat o)agmà [y — a+ (a — b)sin’c] AERE A, 


et il en résulte 


En SE RU te na) LE SEP Rr 
M nier O CEE 


Si nous posons 
Coy — al + l(a — b) sin?c 
[y — a+ (a— b)sin’c] [y +a— (a — b) sinc] 
-y N'sin°c Fi Pasino ori 
For y—a+(a—b)sino y+a—{(a—b)sin cs 


il est aisé de voir que M’, N’, P’ se déduisent des valeurs de M, N, P du 
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numéro précédent en permutant / et Cw, ce qui donne 


_ Cuy=la : à —(Cw—1)(a—b) (Co +l) (a—b) 


—N, P 


MES N 2{y—a) ED 
On a donc 
cosô d E PEUT Co — yM')d 

Y WATIN nel 


# 2} Nsin’o LE P sin’o Jeu 
Via+c)agmAlY—a+{a—b)sine y+a—(a—b)sinc] ? 


et, par suite, en désignant par G une constante arbitraire, on trouve 


2 


PQ LA- C) o + yM] Tu) + (8) 
Faisons 

D 2 Te > dlogO(ie+K)  dlog@{(ir) 
pr A Cho +-yr] + [ POELE + EE ig 


,_ in @lu—ie—K)O(u— in) 
PER rer KO +) 
et nous aurons 
g—6= E (t+) +. 


D'après cela, pour nous représenter le mouvement du corps, conce- 
vons d’abord le mouvement donné par les formules 


3 —acos’amu + bsin'amu, Ņ=E +0, o—G+ 0"; 


le corps reprendra périodiquement le même mouvement par rapport 
aux axes fixes de coordonnées, et la période de ce mouvement sera 


LL ere FR VE 
P 
Supposons ensuite que les axes des X, Y tracés dans le plan hori- 
zontal qui passe par le point de suspension tournent dans ce plan avec 


une vitesse angulaire constante et égale à E, et que le corps tourne 
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autour de son axe de révolution avec une autre vitesse angulaire con- 
stante égale à LS L'ensemble de ces mouvements donnera le mou- 
vement total du corps pesant. 


22, Remarques relatives au cas où le corps a un mouvement très-rapide 
de rotation autour de son axe de révolution. — Supposons que la vitesse 
de rotation œ soit très-grande, et revenons aux formules du n° 18; 
alors, dans l'équation 


A(p° + q°) + Co — 2mgy cosh = 2h, 


il n’y aura de très-grand au premier membre que Co?; donc 24 — Co? 
ne sera pas très-grand; d'autre part, l’équation 


| Ain Chpt 
e dt 


montre que / est très-grand. Donc, pour que le radical 
.  V(2h— Co + amgycos6) A sin — ({— Cw cost)’, 


qui entre dans l'expression de dt soit réel, il faut que (Z — Cw cosô)? 
soit très-petit par rapport à l et Cw; donc on aura toujours à très-peu 
près 


l 
9 = — 
cos Ca 


et l'angle 0 sera à très-peu près constant. 
0 et, par suite, la coordonnée z du centre de gravité variant très- 
peu, a — b est très-petit, et la formule (b) du n° 20, qui peut s'écrire 


DE = "7 u a (a —6)8, 

Vla+c)2mgA 
S étant du même ordre de grandeur que M, montre que ọ croitra 
à très-peu près proportionnellement à ż. Enfin de la formule 

ọ= wt — fcos0 db, 
on tire à très-peu près 

l 
9=0t— Lo Ù. 


20 
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Petites oscillations d’un pendule de révolution. 


23. La formule qui donne la durée des oscillations du pendule, 
c'est-à-dire le temps que met son centre de gravité pour revenir au 
point le plus haut ou au point le plus bas est 


Si l’on pose 
a—=ycosf, b=7ycosf, 
fet fi seront très-petits; et, d’après le calcul du n° 12 de la Section II, 
on à 


2T = 7 se 
ms? 


st) 
24. Calculons l'angle dont tourne le plan vertical du pendule dans 
une demi-oscillation, en supposant le pendule très-allongé, en sorte 


que le moment d'inertie C soit très-petit en comparaison de A. Nous 
avons à faire un calcul tout semblable à celui du n° 13 de la Section 


citée. 
Nous avons 
dy _l— Co cosh 
dt  Afi—cos’6) 
ou 
iy 2 l— Cocos de- 
yamgAļa+e) 10050 Vi h sinio 
re (ire i5) do 3 
yzmgA (a =+ c) 1+ COS0  1— cos Vi— k’ sin’c 


ycosf et y cos/, sont racines de l'équation en z 
(yl— Coz} = A(2h— Co- 2mgz) (y — 23); 
nous ayons donc 


(l— Co cosf } = (2h — Co + 2mgy cos f ) A sin’ f, 
(l— Co cosfi) = (24 — Co + 2mgy cos fi) A sin? fi, 
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et, par suite, en éliminant k, 
(— Co cosf sin? fi— (l— Co cos fi) sinf —=2mgAy sinfsin’fi (cos f— cosfi). 


Cette équation peut s'écrire 
(1- Co Cù EN simy, = (1 Co + Cu Fi)" sin 
` = 2mgAy sin?f sin’fi (cosf— cosfi); , 


on en conclut facilement que / — Cw est une quantité du second ordre, 
et, en négligeant les termes du huitième ordre et regardant C comme 
du second ordre par rapport à A, on a 


(l= Co} =2mgAy Spn, =mgAy ff? (= PE), 


on en conclut 


I Co Vigny sf (1 LES), 


en négligeant les quantités du sixième ordre. 
On obtient pour la première partie de dọ, en négligeant ce qui est 
du quatrième ordre, 


7 CE 2o ) de, 


à | aymgyA 


et en l’intégrant de zéro à z, 


ari Se a 
2? ( 8  4VmgyA 
On a ensuite, d’après le calcul du n° 13 de la Section II, 


(A) 


amga are) 2 
7 


Por), 


20. 
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donc l'intégrale du second terme de dy est 


(2) (i H). 


2 


Ajoutons (e) et (f), et nous aurons 


z ST Co 
(+ 8 Fes 


pour l'angle dont tourne le plan vertical du pendule dans le temps T. 


DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE PESANT QUI S'APPUIE SUR UN PLAN. 


25. Supposons un corps solide convexe qui ne puisse toucher un 
plan qu’en un seul point; ce corps, placé sur le plan, est sollicité par 
la pesanteur et par la réaction N provenant du plan, et que nous sup- 
posons normale à ce plan, en négligeant le frottement. 

Désignons par C le point de contact du corps avec la surface du plan 
et par G son centre de gravité. Représentons par à, p, v les angles de 
la réaction N avec trois axes fixes de coordonnées rectangulaires OX, 
OY, OZ, dont le dernier est vertical et mené de bas en haut; enfin, 
soient x, 6, y les coordonnées du centre de gravité : nous aurons, pour 
les équations de ce centre, 


d'a 
M FT NcosÀ, 
dB 2 
(1) M y = Ncosp, 
dey A 
M PTE = Ncosy — Mg, 


M étant la masse du corps et g l'accélération due à la pesanteur. 
Établissons ensuite les équations du mouvement de rotation autour 
du point G; la résultante des actions de la pesanteur passe par ce 
point: elle est done sans influence sur ce mouvement (n° 15). Désignons- 
par č, n, € les coordonnées du point de contact C, par rapport aux axes 
principaux d'inertie G#, Gn, G& qui passent par G, et par X’, p’, v’ les 
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angles de N avec ces axes principaux. Nous aurons les trois équations 
suivantes (n° 13) : 


À F =+ (C — B) gr = N (n cosy’ — Ecosu'}), 


t 
; dq ; 
(2) B zy +{(A—C)rp =N (bcos X — E cosy’), 


a 
dr à ' 
Ce + (B— A)pq = N(Ëcosu'— ncos À). 


Nous avons ensuite les équations (n° 2) 


pdt = sine sin 9 db + coso dô, 
q dt = cosọ sin ĝ dy — sino d9, 
rdt = dọ + cosb dy. 


(3) 


Les équations 


4) 


cosp! = b cosà + b'cosu. + b" cosy, 


| COS À — a cosà + a' cosp. + a” cosy, 
cosy’ = € COSÀ + c' COSp. + c” cosy 


* 


déterminent X’, u’, v’ au moyen des quantités constantes }, u., y et des 
neuf cosinus à, b, c, ... ou des angles ọ, 8, y. 
Soit , 


(9) 5e F(E, n, č) —0o 
l'équation de la surface convexe du mobile rapportée aux trois axes 


principaux Gë, Gn, GQ; on aura ces trois équations qui se réduisent 
à deux 


6 w Ve aE 0 TRER cosy’ = < 
(6) os Vde? Dr mn 2 7 Tr dE 


avec 


v ue VAE > SE T 
E dě dn dé) ? 
le signe du radical devant être pris de manière que la direction de N 


soit menée vers l’intérieur de la surface. 
L'équation du plan sur lequel repose le corps sera 


æ COS À + COSp + zCOSY = à, 
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d étant une quantité constante et donnée. Cherchons l'équation de ce 
plan par rapport aux axes principaux; nous avons 


Z—a+ a% + bn + cé, 
FYy=b+aE+bn+ceé, 
z =y a" E- bnt c'e, 


et l’on en déduit que le point (£, », &) situé sur ce plan satisfait à 
l'équation 
(7) Ecos X + n cosu’ + É cosy’ + «cos + B cosy + ycosy = ò, 


Si le corps est terminé par une pointe comme une toupie et que cette 
pointe soit constamment sur le plan donné, le point (£, ⁄, &) sera tou- 
jours le même point du corps et &, n, € seront constants et connus; 
mais les équations (6) n'auront plus lieu. 

Nous avons donc, en général, seize équations pour déterminer les 
seize quantités N, æ, 6, y, p, q, r, 9, 0,4, X, u's V’, E, n, 6. Mais dans 
le cas où le corps repose sur une pointe, č, n, & ne sont plus des incon- 
nues, et l’on a en moins les équations (5) et (6) qui se réduisent à trois. 


26. Supposons que le plan, sur lequel repose le corps, soit horizon- 
tal, et prenons-le pour plan des æ, y; nous aurons 


COSÀ=0, COSH—O0,. COSY —=1, 


et, par suite, 
COSA = a”, ,cosu=—b", cosy —=0c". 


D'après les équations (1) le mouvement horizontal de G est rectiligne 
et uniforme; la troisième donne 


ape 
N=M (T 8) A 


On a donc, au lieu des équations (2), 


de ajme =e, 


dP , ic ai 
| AP +(C—B)gr=M 


(a) | BA (A C)rp—M (Fe + g)(ta"— te"). 


— i- g) (Eb — na"), 
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et, au lieu de (7), 
(b) y adt bn + G= 0. 


A ces équations on joindra les équations (3) et, dans le cas où le 
point de contact C varie à la surface du corps, les équations (5) et (6). 

On peut obtenir deux intégrales des équations précédentes, comme 
au n° 17. 

Multiplions les équations (a) par a”, b”, c” et ajoutons-les ; simpli- 
fions l'équation obtenue et intégrons, nous aurons 


(c) Aa” p + Bb"q + 0” r=l; 


l étant une constante arbitraire. En second lieu, multiplions ces équa- 
tions par p, q, r et ajoutons; nous aurons 


Apdp + Bqdq + Crdr 
d? \ W (4 “ “ 
= (u Ta AA g) Er cg) ne pa r)+y(a"q — b"p)) dt, 
À a yogs = ” PE 7 
pdp + Bq dq + Crdr = (m Pa FT g) (Eda + n db" + E de"). 


En différentiant (b), on a 
dy + ë da” ži n db" + Cde" = LT (a” dg ce b” dn wR c” dt); 


or le second membre est nul si ë; ⁄, © sont constants; il l’est aussi si 
le point C est variable sur la surface; car on aura 


dE dF dF 
ER + ds 49 t dé =0, 


et, par suite, en vertu des équations (6), 


a" dE + b” dn + c” dg = 0; 


on a donc | 
& da" + n db" + gde” = — dy, 


et il en résulte 


Àpdp + Bqdg+ Crdr+M (T sir s) FRS 
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puis en intégrant, on a 

(d) Ap + Be +crM| (F) +2gy]=4, 
h étant une constante arbitraire. 


27. Mouvement d'un solide de révolution terminé par une pointe qui 
s'appuie sur un plan horizontal. -- Ce mouvement est celui de la 
toupie; la pointe (£, ⁄, £) étant sur l'axe principal d'inertie GG, on a 


BEM ERE; 
et 6 est constant. L’équation (b) devient, puisque c” = cos9, 
y=— cosh. 
La troisième équation (a) donne 
nt, 


w étant une constante arbitraire. 
Des équations (3) on déduit 
dy 


dt? 
sdb); d9\? 
p+ q= sinto (FE) (F) , 


et il en résulte pour les deux intégrales (c) et (d), 


a” p + b”q = sin? 0 


(e) Asino SË + Co cos9 =, 


(FI A [sin (4) + (3) ] +M [sino (5) — 28% cos | = 


k étant une constante égale à 4 — Cw’. A ces deux équations il faut 
joindre la troisième équation (3), 


d d 
(g) : Z =o — 0055 À. 
Ces trois formules permettent d'obtenir z, Y, ọ en fonction de 9 à l'aide 
de quadratures; on pourrait encore, comme aux n° 19, 20 et 21, ex- 


primer 9, 4, © en fonction de ż par l’emploi des fonctions elliptiques. 
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De l'équation (e) on déduit 


l — Co cos9 
ME se 


et en substituant dans l'équation (f), on obtient 


FA VA sin 6 VA + ME sin'0 : 
~ V{W +aM gt cos2) Asin°6 — (I — Cw cosÿ} 


Si o est très-grand, / le sera aussi, et comme la quantité 
(h! + 2M gt cos 0) À sin’ 9 


n'est pas très-grande, il.faut, pour que dt soit réel, que l’on ait à très- 
peu près 
l 
cos 0 = Co”? 
donc, si l’on a donné à la toupie une vitesse très-grande autour de 
son axe, et que le frottement de sa pointe sur le plan soit négligeable, 
l'inclinaison de laxe de la toupie sur la verticale variera très-peu. 


28. Mouvement d'un corps pesant de révolution roulant sur un plan 
horizontal. — On a B := A, et, comme la réaction normale N rencontre 
l'axe de révolution, on a čb” — na" = o; donc on a 


dr _ as 
ni D r—=0, 
w étant constant. 


Exprimons y en fonction de 9; soit 
(A) F (¢, p)=0 


l'équation du méridien, & étant la distance de chaque point au plan 
des ë, n, et p le rayon du parallèle. 

Par le point de contact C et l'axe de révolution, faisons passer 
un plan qui coupe la surface suivant un méridien et le plan suivant 
une tangente à ce méridien; désignons par u l'angle que fait cette 
tangente avec le plan du parallèle qui passe par le point C : nous 


aurons 
+ “rende SE 
ang u = — de ° dë ` 
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or on a 0 = vz — u; on a donc 


; dE, dF 

(i) T CA 

Des deux équations (A) et (¿) on pourra tirer & et p en fonction 
de 9. On reconnaît facilement que l’on a 


y = — 6 cos + psin6, 


de sorte que peut aussi être considéré comme une fonction connue 
de 4, f(0). | 
On obtient, comme dans le problème de la toupie, les équations (e) 
et (g), et de la formule (d) on déduit la troisième équation 


A [sino (Y + (z) | +M (E) (T) + agf(0)] De à 


en faisant X = À — Co’. 

On pourra, comme dans le problème précédent, au moyen de ces trois 
équations, obtenir ż, 4, © en fonction de 0 par des quadratures; mais 
on ne pourra plus calculer 9, ọ, y en fonction de £ au moyen des fonc- 
tions elliptiques. 
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SECTION V. 


SUR LA THÉORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS, 


1. On peut calculer les mouvements relatifs comme des mouvements 
absolus, en ajoutant aux forces appliquées aux points du système des 
forces fictives auxquelles on donne le nom de forces d'entrainement et 
de forces centrifuges composées. Mais, si l’on déduit immédiatement de 
celte manière les équations différentielles du mouvement, non-seule- 
ment on est obligé à des considérations géométriques assez compli- 


quées, mais on obtient des équations beaucoup plus difficiles à traiter 
que celles qui se déduisent de la méthode suivante. 


MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTÈME LIBRE. 


2. Soient Oæ, Oy, Os trois axes de coordonnées rectangulaires mo- 
biles dont on suppose le mouvement donné et auxquels on rapporte le 
mouvement d’un système de points libres. Désignons par /, n, s les pro- 
jections sur ces axes de l'accélération d’un point de ce système dont la 
masse est m et les coordonnées w, y, z, et soit U la fonction de forces. 
Nous aurons 

ml = UN m= =s m=) 
dæ, dy d3, 
en désignant par æ,, Yı, z, les coordonnées de m estimées par rapport 


aux axes Ov, Oy, Oz supposés fixes pendant tout l'instant dt, et il est 


ie, ; , AU: UD RTE eh S ; 
aisé de voir que l’on a de, = de? Mais qu'au contraire l, qui est égal 


2.1. 
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LEP 7 ray 4 
à -gp ? n'est pas égal à =: nous avons donc 
dU 


(1) ml = Jz’ me MS =; 


Soient ensuite O'X, O'Y, O'Z trois axes fixes de coordonnées rectan- 
gulaires,! X, Y, Z et Xo, Yo, Zo les coordonnées de m et de l'origine O 
par rapport à ces axes; on a les formules de transformation de coor- 


données suivantes : 
X=X,+az +by +cz, 


(2) Y=Y,+azxz+by+c'z, 
Z= Z + «x + by- cz, 


a, b, c étant les cosinus des angles de O'X avec Ox, Oy, Oz, etc. 
En différentiant ces équations, on a 

dX dX, AUE ONON AGO à de pi ds 
déboudti nende kih de oides PISAT, TN 
dY dY, da 

(3) rE TA EDE? 
dt dt, „dë 
TA EAT EN 


Désignons par u, v, w et tto, Vos w, les composantes de la vitesse 
absolue du point zz et de celle du point O par rapport aux axes mobiles, 


nous aurons 
dX , dY , dZ 
AG agp FUN At 


PET: Arr 


| 


(4) 4 


et de même 


Substituons les expressions (3) dans les formules (4), et, en posant 
ce db + c'db' +c” db” = pdt, 
a de + «de + a” dc" = qdt, 
bda + b'da! + bda” = rdt, 
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p, q, r seront les composantes de la vitesse de rotation du système 
d'axes Ox, Oy, Oz autour de chacun de ces axes, et nous aurons 


CR. Ro SEE 
naid Y P3; 
bes d3 Dy — qx 

a dt i di qx; 


puis tirons © T g n de ces trois équations pour les porter dans les 


équations (3); en Re que l’on a (Section IV, n° 14) 


da Sh E db Es dr 4 dv J b 
ppan r— eq, Aae a Ne eT Pa 


nous obtiendrons 


am EE ag + bn + cé, 
dY __ dY, 

(6) D Tt+dE+ Vire, 
dZ dZ, 2 ” 2 
a de -H a" ẹba cé. 


Désignons par l, Ro, Sọ les composantes de l'accélération de l'ori- 
gine O par rapport à Ow, Oy, Oz. Les quantités l — l, n — Ro, $ — So 
relatives au point m se composent au moyen de u — us = &č, p—#v, =, 
W — Wi =G, COMME U — llo, V — Vos W — Wo Se composent au moyen 
de æ, y, z, et l’on a ainsi les équations suivantes, analogues aux for- 
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mules (5) 
l 2 = Egera 


dn 
n—n;= TS +ré—pé, 


dé 
Sa T7 Pn gE 


En ayant donc égard aux équations (1), nous aurons 


d au 
RT ren 
dn __dU 
(A) D y UNS m(rë — pt), 
EC | AU ; À 
M RTE — ms — m(pn—4qË); 


E ; 
never MF 0) 
dy 
(B) TH a ps 
z: 


a E i 


les formules (A) et (B) appliquées à chacun des points donnent les 
équations du mouvement du système. 


3. La force vive apparente est 
dy dz \? 
SORR 
et, d’après les équations (B), on a 
2T = 2m(E + nhk) 


Hami (ryr= q23)E+ (ps = reja (qe py €] 
+ Im|(ry— qz} + (p3- rx) +(qgx—pyr}}]: 
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il en résulte que les équations (B) peuvent s'écrire 


a AES TE E à tp 2 
7 dt — dim)’ dt dimi) dt  d(mt) 
Posons 
E=—/>2mx—n2Èmy—sÈms, 
F—;Zm{(ry — qz) + (pz — rz} + (gx — pr}, 


U+E+F=U, T—U,=H. 


Les quantités 4, 76, So, P, Q, r, qui appartiennent au mouvement d’en- 
trainement, sont, par hypothèse, des fonctions connues du temps ż; 
elles sont donc indépendantes des coordonnées æ, y, z, et la première 
équation (A) peut s'écrire P 


d(më) ___ dH 
dt e Jde! 
D'ai ` dæ dy -dz ; 
ailleurs, U, étant indépendant de de’ d dr C PX suite, de č, 


1, &, on peut, dans les équations (7), remplacer T par H. Les équa- 
tions différentielles du mouvement relatif sont done ramenées à la 
forme canonique suivante, donnée par Bour (Journal de M. Liouville, 
t. VII, a° série): 


dt — dim)’ de = dz 
(c) dr _ dH , dimn) _ dH, 
dt  d(mn) dt dy 
ds __ dH d(mt)>  dH 
dt dalme] eh) dE Mi T ds 


MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTÈME ASSUJETTI A DES LIAISONS. 


4. Désignons les variables x, y, z par la seule lettre Q affectée de 
différents indices, et les variables correspondantes më, mn, mý par la 
lettre P affectée des mêmes indices. Alors les équations (C), qui ex- 
priment le mouvement relatif d’un système libre, pourront s’écrire 


dQ; dH dPs daH 
(a) dt AP? de aA 
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í étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., 3n, si n est le nombre des 
points matériels. Elles sont renfermées dans la seule équation 


(b) z oP, H. 


où les variations òQ, òP sont toutes indépendantes entre elles. 
Si les variables Q,, Qs, ... sont assujetties à r équations de condition 


(ahb an PQo Qu ae an E OnO a Opn: 


les équations (a) ne subsisteront plus, mais l'équation (b) aura encore 
lieu (Section I, n° 20), les variables ðQ,, òQ, ... satisfaisant aux 
équations qu’on obtient en différentiant les équations (c). 

L'équation (b) peut s'écrire 


= dQ, dan d n ` Ta 
(PT ie + Pan De) + Ti (P eQ: + P,,0Q,,) = iH. 


Posons 3n — r= k; d’après les équations (c), les variables Q; peuvent 
s'exprimer au moyen de k variables seulement qı, qas ..., qr et, si 
nous supposons Å variables p,, pz: .…., p,, telles que l’on ait 


(d) Pi qu +... + padqu = Pi Qi +...+ Pan Qin,» 
on aura aussi 
dq, d d 
aT +. +0) — aP Òq ~- . -+ pr òq) = òH 


et, par suite, les 2 équations renfermées dans les deux suivantes : 


(e) dt — dm dd Tige 


où č est susceptible des valeurs 1, 2, ..., k. 
De la formule (d) on déduit 
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et en remettant, au lieu des variables P, Q, les quantités qu'elles re- 


présentent, on a 
aN dx dy dz 
p=Ÿ m ET i dg. reg) 


Si l’on fait 


on a 
t je 4 ! 
he EUR PÈRE Š 
et, par suite, 
de: ds 
dq,  dq;’ 


oron a 
Ex +q3—ry, 


T. =452m(Ẹ + n° + €) 
(P) f =iEmar+y +3) 
+ Zm((gs—ry)z +(rz— pz)y + (pr —-gx)s'|+F, 
on obtient 
dT, 
(8) PE au: 


Bour a donné aussi cette équation et les équations (e), mais au moyen 
d'un calcul qu'on peut regarder comme très-compliqué, surtout si on 
le compare au précédent. 
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SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE PESANT AUTOUR 
D'UN POINT, EN AYANT ÉGARD A LA ROTATION DE LA TERRE. 


5. Supposons un corps libre de tourner autour d’un de ces points O 
que nous prenons pour origine des coordonnées æ, y, z; prenons l'axe 
des z vertical et dans le sens de la pesanteur, O% tangent au méridien 
et dirigé vers l'équateur, Oy tangent au parallèle et dirigé de l’ouest 
à l’est. 

Désignons par w la vitesse de rotation de la Terre et par à la latitude 
du lieu; nous aurons, pour les composantes de cette vitesse, suivant 
les axes précédents : 


p=wcosl, q—0, r=wsinà 


Si nous représentons par, P, Q, R les composantes de la vitesse angu- 
laire instantanée du corps suivant les trois axes printipaux Ox,, O7, 
Oz, menés par le point O de suspension, nous avons (Section IV, n° 2) 


P = sing sin9.4'+ coso. 0’, 
Q = cosọ sing.4'—sinp.f", 
R = #'+ cosh. y’. 

On obtient donc par la formule (f) 


Ti=;Zm(x" + y" + 3) 
+ osin}Zm(zy!—yzx') + wcosAZm(yz'— zy’) +F, 


= »? r ; 

F =. Em{y?+(cosA.z— sink.x)]. 
Désignons par thy, Vi, Wi les composantes de la vitesse relative suivant 
les trois axes principaux; nous aurons (Section IV, n°3) 


a: 22 mx" Ey 3") 
=+5m(u + v? -+ w?) —+(AP? + BQ? + CR’), 


A, B, C étant les moments d'inertie principaux du corps. 
Écrivons, pour les formules de transformation de coordonnées du 


Li 
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système des æ, y, z dans celles du système des æ,, Yrs 34, 


z= at + BrE ysy 
E E NET 
z =x" x +0" F y" zi 


nous aurons aussi 
= au + Bri + Yw, 


y= a'ui EP o Fyw, 
3!= a" -H Be + y W 


et, par suite, 


Zm(xy'— yx) = (Py — yp')Zm(wy— vz) 

+ (yeay) Emluz, H wx) + (48 — Bx) Em(oz, = up) 
=g" XSm(wy — vz) +8" Im(uz —=wa)+ y" m(n ur.) 
= AP a” + BOR” + CRY”. 

On a de même 
Zm (yz'— zy) = APa + BQB + CRY. 
Dans l'expression de F remplaçons les coordonnées æ, y, z par les 
coordonnées Xi, Yı, %,, et faisons usage des formules 


nous aurons 


F— SLA" sin} -+ æ così)? + B(B" sinà + B cosà)? + C(y"sinà + y cosA}]. 


En appliquant la formule (g), on a 


dT, ii 
pi dé = CR + Cy” w sinÀ + Cy o cosh, 
dT, v . A 1/4 B y «! f "o A x 
P= Ty = AP coso — BQsino + (Az”coso — Bp” sing) osin 
. + (Aacoso — BBsins)ow cos, 
Ps = A = APo” Hs BQP” gj CRy” Ph (Ag: 4 BB” + Cy) w sin À 


+ (Aca"+ BBO” -+ Cyy") w cosh. 


22. 
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Les neuf cosinus &, Ê, y, «', ... s'expriment au moyen de +, 6, 4 
par les formules qui donnent a, b, c, a’, ... (Section IV, n°2). En ré- 
solvant les trois équations précédentes par rapport à AP, BQ, CR, on a 

CR = p, — Co (cos@ sin À + sin 9 sin y cos), 


Pa — Pi cos9 


de sing 


sing + p:1C0S 
— A sinf sing w sinÀ + A (cos9 sing sind — cosy cos L) w cos À, 


BQ — Ps — prost 


— B sin9 cosọ o sinA + B (cos9 coso sin } + sing cos }) w cosà. 


cosg — pasing 


On passe de AP à BQ en changeant Aen B et en ọ + 2e 
Exprimons la quantité 
T =+ (AP BQ’ + CR) 
en fonction de o, 6, 4, ps, Pos Pa et posons 
T= T -+ wL -+w sS, 


en partageant T en trois parties des degrés o, 1 et 2 par rapport à w; 
nous aurons 


va fsing;. 
= AE a picosô) + mcose | 


ıt [coso ; 
p> 25 [ES (pP— picos) — pising | y zG Pb 
sin y 


= picosh Snp F; 


— p, cosà cos d + pa (cos 2e sind — sin?) , 


wS =F. 


Nous avons par suite 
T—F=T-+0L. 


Nous avons pour la fonction des forces 
= gÈm fdz =gèm(æ" x, +p" yit 7"2) 
= game + gé"Emyi+g) 2mz,, 
g étant l'accélération de la gravité, due à la seule attraction de la Terre, 
c'est-à-dire en faisant abstraction de l'accélération centrifuge. L'accélé- 
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ration de l’origine des coordonnées est l'accélération centripète, pro- 
venant de la rotation de la Terre; done, si l'on désigne par p le rayon de 
la Terre, on a : 


a= — wp cosÀsinà, ni=o0, So = wp COS’ À, 
E= wp cosA(sin}Èmzx— così 2 mz); 


on a ensuite 
H=T-F-U—E-=T+oL—U—E, 


Si donc on a obtenu une solution approchée du mouvement du corps 
en négligeaut la rotation de la Terre, on pourra ensuite avoir égard à 
cette rotation en observant que U doit être changé en U — wL + E. 


6. Sur le mouvement d'un corps suspendu par son centre de gra- 
vite. — Pour appliquer les formules du numéro précédent à ce cas par- 
ticulier, il n’y a qu’à y faire U = o; mais il faut remarquer que, dans 
le cas actuel, il n’y a plus aucune raison pour choisir laxe des z ver- 
tical, puisque nous n'avons plus à tenir compte de la pesanteur. Pour 
simplifier l’expression de la fonction L, prenons donc l’axe des z pa- 
rallèle à la ligne des pôles de la Terre et dirigé vers le pôle boréal; 
quant aux axes des æ ety, qui sont dans un plan perpendiculaire, 
prenons-les, par exemple, suivant le prolongement du rayon du pa- 
rallèle et suivant la tangente au parallèle et dans le sens de la rotation 
de la Terre. 

Nous aurons alors 

P=9 q=0, r—=0; 


il faudra donc faire dans les formules ci-dessus } = F, et comme on a 
U = o, E = 0, il en résultera 
L=— p, H=T—wp,. 


Les équations différentielles canoniques du problème sont donc 


dọ . dt! dp rat" 
dt dp dt ia de 
d0 … àT! dpi h Axdi: 
DD Cu 1 


dy _ aT' ce dp _ di 


RTE aps dt — dy 
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Tne renferme pas 4; donc l'angle y n'entre que dans la cinquième 
équation et l’on passe du cas où w est nul à celui où‘il ne l’est pas, en 
changeant simplement ÿ en 4 + ot. 

Nous avons obtenu aux n% 4, 5 de la Section IV les intégrales du pro- 
blème lorsque est nul, en introduisant trois angles auxiliaires #,, @,, 
Ÿ,; prenons les trois équations qui déterminent ces trois variables, et 
ajoutons-y les équations 


cos ĝ = cosy cos, — siny sin0,cosw,, 


SPT aL a E re Lu 


siny  MSingon sini 4 


obtenues en changeant y en 4 + w4 dans les équations du n° 5 de la 
Seetion citée, et nous aurons les intégrales du problème actuel. 


T: Influence de la rotation de la Terre sur le mouvement du pendule 
simple. — Appliquonsles formules du n°5 au pendule simple. En prenant 
laxe des z, suivant la longueur du pendule, désignant par Z cette lon- 
gueur et par M la masse qui la termine, et dont les coordonnées sdnt æ, 


PARA UE | 
A=B=Ml, C=0o,,p.=0, .U=Mglcost; 


miser (en Pie 
Le 2A (r: F Sin: } 
E = wp cos? (Mz sin À — Mz cos). 
== M lop così (sin 9 sin y sin À — cos 0 così). 


L'équation de la force vive 


H= h ou: T'+oL—U-—#2=,#, 


où À est une constante, devient, en négligeant les termes multipliés 
par w?, 


Hi fosses 
2 À (»: H 2) 


+ œ (— pacos À cos Y — pasinà + pacosÀ cot0 siny) — Mglcos0 = h 


Qr 
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etnous avons les équations différentielles canoniques 


y n T gi ET o (— sinh -+ cos? cot0 siny), 
ge ps y TA à pi cosh sind — op, cos cot cosy; 
= == T == A — n COS} cosy, 

gp ste A F pe —Mglsin0 + phases sind. 


Si l’on suppose que l'angle 4 dont le pendule s'écarte de la verticale 
reste très-petit, on sait que, en négligeant o, l'extrémité du pendule 
décrit sensiblement une ellipse horizontale dont le centre est sur la 
verticale du point de supension et qui tourne dans son plan d’une très- 
petite quantité angulaire que nous avons calculée (Section II, n° 14); 
négligeons d’abord w, nous aurons, en désignant par D une constante 
arbitraire, 

dns D usine 


Wao obti | 
dt — Asing ob D ay: 


Multiplions les trois dernières équations canoniques: par dt- et 
remplaçons, dans les termes multipliés par w, dt par la valeur pré- 
cédente, ces termes deviendront des fonctions périodiques de 4 qui ne 
feront que changer de signe quand on y remplacera y par y + x et les 
intégrales de ces termes seront négligeables. Mais, au contraire, le terme 
— ® Sin} qui se trouve dans la première équation par l'intégration 
sera multiplié par 4, et cette équation donne sensiblement 


Ÿ + otsini= =: 


Ainsi, par l'introduction des termes en w, 9 ne change pas et y est 
changé en 4 + osin). On voit donc que l’ellipse décrite par l’extré- 
mité du pendule tourne, par l'effet de la rotation de la Terre, avec une 
vitesse angulaire égale à w sin de l’est à l'ouest. 


8. Sur le gyroscope. — Le gyroscope est un solide de révolution qui 
tourne très-rapidement autour de son axe dont le milieu est fixe et re- 
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p 


présente le centre de gravité et cet axe est assujetti à rester sur un 
plan fixe par rapport à la Terre. 

Soit O le centre du gyroscope que nous prenons pour origine des 
coordonnées; prenons le plan du gyroscope pour plan des æ, y et me- 
nons le plan des z, œ parallèle à la ligne des pôles, enfin menons l'axe 
des y, en sorte que le mouvement de l'axe des x vers l'axe des y s’ef- 
fectue dans le sens de la rotation de la Terre. 

Laxe des z,, dirigé suivant celui du gyroscope, étant dans le plan 
des æ, y, on a 6 = 55 l'angle y est égal à l'angle de l'axe des æ avec 


la trace de l'équateur sur le plan des æ, y et, si l'on désigne par v l'angle 
z,0x, onav=ġp— 5 

Désignons par À l'angle de la ligne des pôles avec le plan du gy- 
roscope, nous aurons 


p=ocosh q=0, r—wsinà, 
et, bien que À n'ait plus la même signification qu'au n° 5, on pourra 
appliquer les formules du commencement de ce numéro, en y faisant 
simplement 9 = Z, et B= À. 
Nous aurons ainsi 
P = y'sing, Q = y coso, =o. 


et á 
T: =T 4o] +F, 


en faisant 
T= (A p" + Co"); 
o J = w sind. A ( Pa” + QB”) -+w cosà (AP + AQB + CRy) 
=w sinà. A y’ -+o cosà.Cg'siny, 


F => [A sin?à + (A cos’y + C sin’ y ) costà]. 
Nous aurons donc 
lé 


dI 
= —— = Cg + owCcosAsin®, 
nr mia Y 


dT, : 
PE ay =A} + oA sin. 
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Nous en tirons 


0 . 
g = — o coshsin yp, 


et, en portant ces valeurs dans l'expression de T, 


T= — 4- — —o (picosàÀ sin Y + psinà ) -+ 2 A sin°À + C cos?Ì sind), 
P P 5 


ne $ p: pi 5 + (y? 
T— F= + Li — o (picosà siny- pssinà)— 7 A cos*} cos. 


done, en appliquant l'équation de la force vive, désignant par «, A 
deux constantes arbitraires et négligeant w°, on a les deux intégrales 
pP: = 2, 

p3 g’ ‘ 
T= 2h — G +29 (pssinÀ + æ cosà sind). 
{ 


En continuant à négliger w*, si nous posons 


A (ai = &) + awÀ sin} y^ (a 3 z) Ey 


ps =Vl+20Aa&cosÀsiny. 


nous aurons 


Posons (Section II, n° 19) 
V= a + f p:dy, 


et, en prenant les dérivées de V par rapport aux deux constantes g et 4, 
nous aurons les deux intégrales 


où a et r représentent deux constantes arbitraires, La seconde donne 
23 
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, i 4 . FR T 
d'abord et la première ensuite ©. Si l’on remplace 4 par © + v et 
qu’on désigne par e une constante, en posant 


1 dl he 
2dh  ”? 


la seconde intégrale peut s'écrire 


edy 
a H a E Sa A 
VL- 20A cos cos v 


c'est la formule du pendule simple qui oscille dans un plan vertical, 
v étant l’écartement de la verticale. Désignons par g% la vitesse angu- 
laire initiale qu’on donne au gyroscope et supposons que l'angle 4 soit 
d'abord nul, d’après la formule qui donne p,, nous aurons, pour la con- 


stante &, 
a — Cp. 
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SECTION VI. 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DE LA DYNAMIQUE. 


DE LA TRANSFORMATION DE CES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


1. Si l’on désigne en général par gis Qas «+ +9 Gns Par Pas ++ + + Pa UN 
système de 2n variables conjuguées d’un problème de Dynamique, par 
t le temps et H une fonction de ces variables, on a 2 x équations renfer- 
mées dans les deux suivantes : 


(1) ET, = _T 


où z est susceptible des valeurs 1, 2, 3, ..., n. La difficulté de l’inté- 
gration de ces équations dépend entièrement de la forme de la fonc- 
tion H; il est donc utile de chercher à transformer un système cano- 
nique dans un autre par un changement de variables qui donne 
seulement une nouvelle forme à cette fonction. 

Les équations différentielles (1) sont renfermées dans la seule 
équation 


A: + ddn dpi dpn À 
(2) dpi H: hidi Pa — Jg Due r O= H, 
où les variations Òg, Òga, ..., Ôp,, dpas :.. sont indépendantes, et 
cette équation a même encore lieu quand les variables g,, gs, ..., Gn 
du problème sont assujetties à des équations de condition, en sorte que 
les équations (1) n’ont plus lieu et que les variations dg,, Òga, ..…, Ogn 


satisfont à des équations linéaires qu’on obtient en différentiant les * 
23. 
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équations de condition. Nous avons déjà mis précédemment l’équa- 
tion (2) sous cette forme 


|. dq dqn\  d 
(3) op Ae +p e) = Gla + pòga) = òH, 


et, quoique le passage de la forme (2) à la forme (3) soit extrêmement 
simple, cette dernière m'a permis d'obtenir très-facilement plusieurs 
théorèmes. 


T. ransformation d'un système canonique d'équations différentielles 
dans un pareil système. 


2. Supposons un système de variables g;, p; satisfaisant aux équa- 
tions (1) et remplaçons ces 27 équations par la seule équation (3); 
choisissons des variables Q; P; en même nombre et satisfaisant à 
l'équation 


(4) PQ, +. .+ P,dQ,=— piôqi ++ pags 


il en résultera aussi 


dQ, dQ dq: dqn 
Pasat net Pa Pie che Page 
en prenant pour les variations Òg, Ogas +... dQ,, OQ, ... les accrois- 


sements de gs» Qas v.+» Qus Qu... dans l'instant dt, et nous aurons 
l'équation 


N dQ, , dQ, d sabio 
a(P dt ++) (P19Q +: . + P10Q,) =H, 


entièrement semblable à l'équation (3) et où les lettres p, g sont seule- 
ment remplacées par P, Q; elle équivaut donc aux 27 équations renfer- 
mées dans les deux suivantes : 


dQ._dH  dP;,_ di. 
dt dé dt. dO; 


Nous n'avons plus maintenant qu'à examiner comment nous satisfe- 
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rons à l'équation (4); or elle revient aux 27 équations comprises dans 
celles-ci 


5 dqi ds dqa 
(5) Pag +p: 20: tu + Pa TO? 
A N È, dq: dqa 
(6) o = pgp, T Pgp, Titt Paap? 
où č est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n. 
Si des z équations (6) on élimine p,, Pas ..., Pns On en conclut que 
le déterminant 
T ds, dax 
… dP,dP, ‘db, 


est nul, et, d'après un théorème connu, il en résulte qu'il existe entre 
les variables gi, qas ::., Qns qui sont fonctions des variables Q;, P;, 
une relation qui ne renferme pas P,, Pas ..., Ph; celte relation peut 
donc s'écrire 


(7) (qi 5. us Q:,, @ ,::., Q) 0, 


4 désignant une fonction arbitraire. En différentiant cette équation 
successivement par rapport à Q; et à P;, on a 


| dy _ dy dq, dy dq | dy dqa, 


(8) _ dQi dq dQ dq: dQ; dqn dQ: 
| o— 24 dg db dg: a} du. 
\ du dv; dq: ae dqn dvi 


En comparant les x équations renfermées dans cette dernière avec les 
n équations (6),ona 


dy dy dy 


(a) dg “P? dg PP» HERO agi à #P» 


p élant une fonction indéterminée et, en comparant (5) avec (8), 
on a 


es Re 
; p- di 
ou les n équations 
dy dy d 
(10) 20 goele gaT hs 1) = — Pr. 
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Des équations (7) et(9) on peut tirer p, Qi, Q,..., Qus puis des 
équations (ro htireriP;5:P,, <., Pr. 

Remarquons le cas particulier où l’on prend pour les variables g; des 
fonctions seulement de Q, , Qa, ..., Q,; alors les z équations (6) sont 
satisfaites d'elles-mêmes et les-variables P; sont immédiatement déter- 
minées par les équations (5). 

La résolution des équations (1) peut, comme on sait, être remplacée 
par celle d’une équation aux différences partielles (Section II, n° 7); 
H étant une fonction de gis gas. d-s Qas Pis Pas +.» Pns 


H(p., Pa cs Prs q VERI As ] qn): 


faisons-y 
dv dv 


CR Fe da 


il suffira de trouver une solution complète de l'équation aux différences 
partielles 
dy dV 

(11) n (De dg ` 3 Qis Ar n) Shi 
où À est une constante arbitraire. A la transformation des équations 
canoniques correspond une transformation de l'équation (11) et la 
formule 

P, òQ, + P;0Q; + ... = pi ôqi “+ padga +... 
montre que la fonction V est la même dans l'équation (11) et dans celle 
en laquelle elle se transforme. 


3. Comparons la règle que je viens de donner pour passer d’un sys- 
tème canonique à un système semblable avec celle qui a été donnée 
par Jacobi pour résoudre le même problème. Voici cette règle : 

« Supposons 22 variables g;, ps, données par les équations hamil- 
toniennes 

| dH d d 
(a) D et 


où č est susceptible des valeurs 1, 2,. .,n; soit, de plus, 


4 (qis Jis ss ns Q0::30:,:-27"0,) 
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une fonction arbitraire des z variables g,, qa, ..., gn et de n nouvelles 


variables Q,, Qa, ..., Qn; déterminons Q,, Q., .... Qn et d’autres 
variables P,, Pa, ..., P, en fonction des premières variables au moyen 
des équations 
dy d dy; 
(bh) dq = Pis dg; R n > ag ?" 
; KA ES dọ CURE x 
(c) aQ —P,, dQ; maar Ps; , AOTT RE 


les variables Q;, P; satisferont aux équations 


d dH dP; dĦ 
(d) = dP? at d » 
On voit que la règle que j'ai donnée ci-dessus a une certaine analogie 
avec celle de Jacobi; les équations (9) et (10) sont identiques aux équa- 
tions (b) et (c), si l’on y fait m = 1. La solution de Jacobi renferme 
l'inconnue u en moins, et, par compensation, elle renferme une équa- 
tion de moins qui est 


Ņ ei 4 FA 
Le système des équations (4) peut être remplacé par la suivante : 
y d ; dq, d X 
(12) ò ( i g E Pa dk) 2 (P ðq ++. .+ Pa ôgn) = ôH. 


Or on a, d’après les équations (b), 


dq, dgn à 
nd + pa E) = gt et pt) 
> (a4 dg; dY dgu d {dy dy , 
= (F: di 40 QUE) — (SE dits. ge è) 
IR dy dQ, dy dQ, d dY y W a 
-0 (- O A ezl- 00 —. -— 0-00.) : 


car l'égalité des deux derniers membres revient à 


s db d: 
ig s Y 


1 54 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


En ayant égard aux équations (c), on voit donc que le premier membre 
de l'équation (12) est égal à l'expression 


ò (eT e Da Za) — T(BÈQ+.. EPOa 


qui est ainsi égale à òH, et l’on en conclut les équations (d). 


4. Il existe beaucoup d’autres moyens pour passer d’un système 
canonique à un autre semblable. Nous allons en indiquer quelques 
autres. 

Le système des équations canoniques est renfermé dans une seule 
équation 


dqn N dp, 45 dpa ` 


òpı+...+ 7 om =r r dec r qa = ôH, 


dq, 


‘dt 


et celle-ci peut se mettre sous ces deux formes : 


dq d n d $ $ 
à En YA PA H) — ga (Pôl +- + paôqn) = ÒH, 


dpi $ Ay 
Le ò (a. Her. Qn a) C7 (qÒpı + Qu pr) = H ; 


en les ajoutant, on a 


R dq, dp, dqa dp: 
Una aar E EA) 


d A X 
Es dt (pq: — qipi -+ P:0q: + q:òpı +... .) = 20H, 


On en conelut aisément que les variables Q,, Qa, ..., Qm Pis P,,..., 
P, satisferont à un système canonique semblable, si elles satisfont à 
l'équation 

P Q= Qi P, +...+P,0Q,— Q,0P,, 


A ` ` s $ 
( ) = pi qı — qı OP: + «e H PnOdn R In OPns 


qui équivaut, comme on sait, à 27 équations. 
Remarquons encore la transformation indiquée par l'équation 


2(P,dQ:+...+ P,0Q,) = pi qi — qp ++ + pn Ùn — Ya Ò Pns 


et celle qui en résulte par l'échange des grandes lettres avec les petites. 
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On peut voir, par ce qui précède, qu’il s’est glissé une inadvertance 
dans le premier Mémoire de Jacobi qui suit ses leçons sur la Dyna- 
mique (p. 453), où il est dit qu’on vient de donner toutes les transfor- 
mations possibles d’un système canonique dans un autre. Cette inad- 
vertance s'explique d’ailleurs très-aisément dans une œuvre posthume. 

Revenons sur la transformation renfermée dans la formule (A). 
Posons généralement 


(13) P,—R;cos@;, Q=R;sin@;, 
(14) pi=rncos0,  qi=risiné,, 


i étant susceptible des valeurs de 1, 2, .., n. La formule (A) de- 
viendra 


(B) R? òO, +...+R?00,= r? 00, + ..+ r}00,. 


Si l’on prend pour les © des fonctions déterminées des ©, récipro- 
quement les © pourront s'exprimer au moyen des ô et les R seront 
donnés par la formule 


Plus généralement on pourrait raisonner sur l'équation (B), ainsi qu’on 
l’a fait, au n° 2, sur l'équation 


P, òQ: +. -e + P,0Q = pi qi +... + prôqn 


et déterminer ainsi les variables r;, 0; en fonction des R;, ©;, et, par 
suite, les g;, p: en fonction des Q;, Pi. 
On pourrait encore, après avoir mis l'équation (12) sous la forme 


de Es de, d 
ò (1 RE +...) — f (rt 80, + r2 80, +...) = 28, 


raisonner comme au n° 3 et démontrer que, si 
d (6,, 0:, 22710 nOr; (OPA 14 OS } ©.) 


est une fonction quelconque des variables 6,, 0s. . ., @,, @,, ... et 
qu’on exprime les quantités r;, 8; en fonction des R;, @; au moyen des 
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équations 
dy i dy, 
dB, SSA do, = ris» , 
dy k dy ; 
dO i R?, do, — À , 


puis qu’on applique les équations (13) et (14), on obtiendra la transfor- 
mation d’un système canonique dans un autre. 


Transformation d'un certain système d'équations dans un système 
canonique. 


5. Supposons encore que les variables g,, ga, ::.; Qns Pis Paseees Pn 
satisfassent à l’équation 


dq, 

(1) Tep. E p E g. Te qn = òH; 

mais supposons, en outre, que ces variables soient liées par 27 équa- 
tions de condition 


(2) Pics Ja eea] == O; 


qui renferment également les variables g; et p;; nous considérons ainsi 
un système plus général que celui qu’on rencontre en Mécanique. 

Je vais démontrer que ces 27 variables peuvent être remplacées par 
‘un système de 27 — 2r variables Q,, Qa, .…, Q,,, Pis Pas …., P,., qui 
satisfont aux 272 — 27r équations canoniques 


à dQ dH, dP: dH 
( dema Ars d0? 
í étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n — r. 


Mettons encore l’équation (1) sous cette forme 


da, dan d A ` 
à ( D: Hess + pa ge) — ga (Pôl +. + paga) = 9H; 


si nous choisissons de nouvelles variables qui satisfassent à équation 


(4) Pi òq, ur P10q: 01 + PnÔQn == Pi òQ, ROC P;5007 
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nous aurons 


dQ, dQ,-, d 
a (PTE + + pie )— GP òO +. + p.30.) =H, 


et, comme les variations 0Q,, ÒQ., ..., OP, , dP,, ... seront indépen- 
dantes, on en conclura les équations (3). 

Montrons comment on pourra satisfaire à l'équation (4). En diffé- 
rentiant les équations (2) selon la caractéristique ð, on aura 


dfi dfi dfi df, 
dq. òg sn + dgn dur + dp. òp, + st, TA Pur 
=- 7A d. ap Af af, 
GE dn-r+1 Sgn RTE dgn Ogn T 7 E OPn-r 1 rs dpn ÒPn, 
df df, df, df, 
dq; qi me = ve dgn- Òqn—r n dp. Òpı +... + dma Òpn-r 
= 51 ARE PS df, 
EA A n=r+i dqn-r+1 NET dqa Ôqn — dan Òpr—r+i TAST dp Ps 


tn nm nn nn en me nn 


De.ces 2r équations on peut tirer les 27 variations dg,_,44, <--> Oln 
ÒPn-r+1» ses ÒPns €t, en les portant dans l'équation (4), on aura une 
équation de cette forme 


Gi Òq + G;:0q +. + Giay Òqn-r =s L, dpi + L, òp: ou. + , PO OPn-r 
= P, òQ, -+ P: òQ: 4. Piro 


Gi, Gas -c Li, Lo, .. pouvant, d’après les équations (2), être réduits 
à ne contenir que les variables gi, gas + «+s Qn-rs Pis Pas +++ > Pners 

La question est donc ramenée à transformer l'expression différen- 
tielle du premier membre en une autre qui renferme moitié moins de 
différentielles des variables. Ce problème est connu sous le nom de 
problème de Pfaff, et l'on sait qu’il est toujours possible. 


6. Le problème de Pfaff ne peut se résoudre, en général, que par 
des opérations de Calcul intégral très-compliquées; mais nous sommes 
arrivé à ce point important, que le système des équations (1) et (2) 
peut être réduit à un système canonique. Il faut remarquer aussi que 
l'application du problème de Pfaff peut souvent être évitée dans la 
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question actuelle, comme je lai démontré (Journal de M. Liouville, 
t. XIX, p. 281; 1874); mais j'examinerai ici seulement le cas qui se 
présente fréquemment dans la Dynamique, où, outre l’équation (1), 
on a r équations de condition 


(5) = 0, = 0 EN EO; 


qui renferment seulement les variables g,, qos -+ -s rm 
En différentiant une quelconque de ces équations, on aura 


df, dq, ,_ df, dq 


ca amie —— +... = 0; 


dq, dt dq: dt 
mais, dans le cas actuel, l’équation (1) donne 


dq, dH dq: ne dH 


ad pe ae 


par suite, on a l'équation 


df, dH , df, dH 


dq, dp FAR TR MER ERA 


u’on peut écrire, d’après une notation déjà employée, 
q p J 


[fo H]= 0. 
Ainsi l’on a r équations entre les variables g;, pi» 
(a) [f H]=o, (fH]=o, .…, [f,H]=o: 


le problème actuel est donc un cas particulier de celui qui a été posé 
au commencement du numéro précédent, et il s’en déduit en faisant 


fa [fs H], framl fs H; obop HE EN H 
Mais l’application de la formule 
(6) P, òQ, +...+ P,,0Q = pi dqi +. ..+ pr Òn 


devient ici beaucoup plus facile. En effet, on peut exprimer les va- 
riables gs, qa» +» qn au moyen den —r nouvelles variables Q,, Qa, .…., 
Qn- de telle sorte que les expressions obtenues satisfassent identique- 
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ment aux équations (5). Les variables g; ne dépendant que des va- 
riables Q;, l'équation (6) équivaut aux z — r suivantes : 


root dqa 
P; ERO, P: TQ, +. 


d d 
Den FN +p: 10 ++ Pa CEE 


Nous avons déjà fait l'application de ce calcul dans le n° 17 de la 
Section I et dans le n° 4 de la Section V. 
En différentiant les équations (5), nous aurons 


ENET ap Sisi 
a tdg Den da LES 


multiplions ces équations par des fonctions inconnues py, fs, ..., Prs 
et retranchons-les de l'équation (6); nous aurons, en égalant les coef- 
ficients des variations dg:, òga» +. dans les deux membres, 


dQ, agia df, f, 

l E a S + Ppr d Pie EEE 2 PA 

(7) SARL SONT CT RIT DUO a oo os ss. 7 dont ne $ . 
dQ, dQ: LORT, “JA If; 

Mir CR ii. + Ppr d mL Ste FA + RS 


Les variables qı, gs, ..., qn sont des fonctions déterminées de Q,. 
Qu, Qn-r; les variables Q,, Qa, ..., Qn-r sont au contraire fonctions 
des variables q; d’une infinité de manières, et l’on obtiendra une quel- 
conque de ces manières en résolvant, par rapport à Q,, Qas <-s Q,,. 
n —r combinaisons des n équations qui expriment les q; au moyen 
des Q;. Ayant obtenu un système d'expressions des Q; en fonction 
des qi, on les portera dans les équations (7). 

Au moyen des z équations (7) et des r équations (a), on calculera 
Pis Par <+> Paet Pis Pos ets Br ED fonction des variables P;, g; et, par 
suite, en fonction des variables P;, Q;. 
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THÉORIE DES DÉRIVÉES PRINCIPALES. 


7. Je vais maintenant exposer une théorie qui non-seulement m'a 
permis de démontrer plus facilement certaines formules de la Mécanique 
analytique, mais qui m’a fait aussi découvrir des résultats nouveaux. 


Des différents groupes de dérivées d’une fonction de plusieurs variables 
qui ne sont pas indépendantes. 


8. Considérons une fonction © d’un nombre pair de variables que 
nous désignerons par qi, Qas ++.» ns Pis Pas +++» Pns Ct supposons que, 
entre ces variables, il existe # équations 


(1) M ON J O E a NE ES 


k étant < 27. Ainsi ọ est une fonction donnée des variables g;, pi: 
mais, à cause des équations (1), © peut aussi être considéré comme 
fonction des mêmes variables d’une infinité d’autres manières. 

Nous désignerons sous le nom de dérivées immédiates de la fonc- 
tion ọ les dérivées par rapport aux quantités g;, p; de la fonction don- 
née pour ọ; mais, à cause des équations qui lient entre elles ces va- 
riables, la fonction ọ peut être mise sous différentes formes renfermées 


dans la formule 
D= p Ufi t hfi t.n fi, 


Ais Àa» +. Àx étant des fonctions des mêmes variables qui ne deviennent 
. . LL . , . . ql . 
pas infinies dans les limites où l’on fait varier ces variables. Les déri- 

vées de ® sont renfermées dans les deux formules 


dd _de did, à je a di 4 


disc da Be ed dalit ‘Tag? 
db _de ifi di, di. i A dh 

T 574 À KI FETE Aa e T aE dp; 2 .. Fr pe , 
dr: + A daa + odpi fit Pit + dpi i 


où l’on doit donner à č les valeurs 1, 2, ..., n; mais, en nous appuyant 
sur les équations (1), nous pouvons réduire ces dérivées aux expressions 
dfi do df, 


do, afi ; 
dq: RAT +. SEM dont et Go 
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nous désignerons ces expressions sous le nom de dérivées virtuelles de 
la fonction », et chaque groupe de dérivées virtuelles variera avec les 
fonctions adoptées pour les multiplicateurs À,, Aas ..…., Axe 

On peut encore définir les dérivées virtuelles de ọ d’une autre ma- 
nière. Faisons varier, dans da fonction donnée pour 9, les variables g;, 
pi de quantités infiniment petites indiquées par la caractéristique ô; la 
variation de ọ sera 


/ 


Ñ d EU dọ do 
d9 = Jy, 0 + Ja - òq: +.. Hdi gn + a dpi +... + D. Pa 


et, en différentiant les équations qui lient entre elles les variables gz, 
Pi» nous aurons 


fi, dfi CS RE E A 
9 dq, Zh E dq: òq: ra 1E dyn ga M dpi opi dpn Spi» 

df, Uh Rs ed 
oes dq, Òqı $ T. òq +. + dq Òn dp, pı d dPus 


nn nn nn esse sens 


Multiplions ces équations respectivement par },, A2, ..., et ajoutons- 
les à la formule qui donne òp; nous obtiendrons ainsi de sous diffé- 
rentes formes, et les coefficients des variations des variables dans cha- 
cune des formes de de donnent un groupe de dérivées virtuelles. 


Dérivées principales d'une fonction. 


9. Pour distinguer les dérivées virtuelles des dérivées immédiates, 
nous placerons les premières entre parenthèses, et nous aurons 


()= ee +1 + hg SE + + Me F, 


dq dq, pa 
(2) dọ dọ dfi se 
(= dq: FÀ ‘dq: + A E a 


on nm mo eme 
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Suivant la notation habituelle, posons, u et # étant deux fonctions 
quelconques des variables, 


lé ele du dv ER NL 0KS. du de 

Ap se gs AP: , dg d 

__du dv -du dv …. du: dv. 

dpi dq, dp: dq: e dpn dqn 
À ee SR dfi dfi, 
si nous multiplions les équations (2) respectivement par > AE 
2 

et les équations (3) par > ds ERA que nous retranchions la somme 


dq: 
des secondes de celle de premières, nous aurons 


df: df; de \ dfi 
(Se) dpt (Z) Dose (I) dp, 


Ti (æ) $- ($) f LT () A 
=p f] + Alh + fofi] ++ Do fils 


et, ¿ étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., #, cette équation en ren- 
ferme Æ distinctes. 

Jusqu’à présent, nous avons laissé absolument arbitraires les expres- 
sions des multiplicateurs à,, 22, ..., A4; adoptons maintenant pour ces 
fonctions celles qui rendent nul le second membre de l'équation précé- 
dente, et qui sont les solutions des Æ équations 


+ E flat. + flu= (fre) 
in ++... a re) 


bo 60 0:50 816 0 bro 0161 06 0 de 0.0 0 6 9 010 © 0 010,0 61e 07010 0 0 01608 010.0 0 


(4) 


Il en résulte que les dérivées virtuelles de la fonction ọ satisfont 
aux k équations renfermées dans la suivante : 


Len) de a + 2 la) 
\ -f (F )- h (Z) - FE -$ (7-)= 5 


où č est susceptible des valeurs 1, 2, ..., #. 


(5) 
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Quand les quantités X auront les valeurs déterminées par les équa- 
tions (4), nous donnerons aux dérivées virtuelles de ọ le nom de déri- 
vées principales, et nous désignerons de plus l'expression 


D—p+ fi + fit... + 


sous le nom de forme principale de la fonction +. D’après l'équation (5), 
on voit que cette forme principale satisfait aux équations 


[21=0, [fhD=0o, ..., [fn D]=0. 


Comme on a 


LP f= ofh Vof] =- (fl +... 


le déterminant des équations (4) est gauche, et l’on sait qu’un tel dé- 
terminant est nul si le nombre des équations est impair; nous suppo- 
serons donc désormais # pair. 


10. Réciproquement, si les dérivées virtuelles de ọ satisfont aux 
équations (5) supposées en nombre pair, les quantités À satisferont 
aux équations (4). Nous avons donc ce théorème : 


Taéorème I. — + étant une fonction des 2n variables q., Qs, -s ns 
Pas Pas <» Pns liées entre elles par un nombre pair d'équations 


fo, af = 0) 2, Ji, 


il existe un groupe de dérivées virtuelles de la fonction ọ, et il en existe 
un seul qui satisfait aux équations linéaires (5). Ce groupe de dérivées, 
dites principales, s'obtient en prenant pour les multiplicateurs } les va- 
leurs fournies par les équations (4). 


De ce théorème on peut déduire comme corollaire le suivant : 


TaéorÈème Il, — Le groupe des dérivées principales de la fonction o ne 
dépend pas de la forme sous laquelle ọ a été donne. 


En effet, supposons qu’on parte d’une autre forme +, donnée à +; les 
différents groupes de dérivées virtuelles resteront les mêmes. Le groupe 
des dérivées principales satisfera encore aux # équations (3), etcomme, 
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parmi le nombre infini de groupes de dérivées virtuelles, il n’y en a 
qu'un qui satisfasse à ces équations d’après le théorème précédent, le 
groupe des dérivées principales qu’on obtient en partant de la forme ọ; 
est le même que celui que l’on obtient en partant de la forme donnée 
d'abord. 

On peut déjà comprendre par ce dernier théorème l'utilité qu'il 
peut y avoir à distinguer le groupe des dérivées principales d’entre 
tous les autres groupes de dérivées. 


Taéorème Il. — Chaque dérivée principale de la somme de deux fonc- 
tions par rapport à une des variables q; ou p; est égale à la somme des de- 
rivées principales de ces deux fonctions par rapport à la même variable. 


Si l’on résout les équations (4), on aura pour les quantités À des ex- 
pressions de forme suivante : 


da Las [fo 9] + Lua LP o]. eH Lua [fi 9] = Z Lus [fs 9], 
le signe de sommation s'étendant aux valeurs de s égales à 1, 2, ..., #. 
et l'on a, en général, 


Les = L,us Lea = 0. 


On aura pour la dérivée principale de ọ par rapport à g; - 


A AE DD Etre, 


le signe de sommation relatif à u s'étendant aussi aux valeurs r, 2, ..:,#. 
Nous aurons les dérivées principales d'une autre fonction #, et de 
ọ +9,, en remplaçant, dans celle de ọ, ọ par ọ, et g + Qı; et comme 


on a 
Lo ol + a] = LU 9 + ol 


egea) E) 


les dérivées entre parenthèses désignant des dérivées principales. 


on en conclut 
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Propriété remarquable des dérivées principales. 


~ 


14. Considérons 27 — 2r fonctions des 27 variables g;, p; que nous 
désignerons par la lettre £ : 


Bi =} (Qi VER CRUE | ns Po P» als Pa)» 
B: = B: (qu qa ses Qm Po Pis ces Pnls 


Gt Ban- r) (di T5 ++ ns Pis Pas + +. » Pnh 


où les variables g;. p; sont supposées satisfaire aux 27 équations 


= 0) Ti Lies Ju 0) 


Au moyen de ces 2x équations, on peut exprimer les 27 variables 
qi pi en fonction des quantités B et d’une manière unique; et si l’on se 
donne une fonction ọ des quantités g;, pi cette fonction pourra elle’ 
même s'exprimer au moyen des quantités £ et d’une seule manière. 

Si, après avoir exprimé ọ au moyen des quantités 2, nous en pre- 
nons la variation, nous aurons 


= À dB, Bi + T PB: + i + ÔBatn-.r) DE op, 


ou encore 


dy =) F (3 dqi + e ; dga +.. +E ÎQn +: 7 253 PH EME ++ 2d i- òp) 


On a ensuite, en différentiant les équations qui relient entre elles les 
variables, 


d 1 df, dfi df, 
m dlti dqi+...+ di Ogn- £ òp.. + A dPus 
Lg Bee Eve asc AE A “lle 

o dg, òq ++ dq Òqa + si q. Òn + dp, òpı + A dp, OPns 


Désignons par 
pa(Pi)s pa(Bih +, par (Bi) à 
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des fonctions des variables g;, p; que nous considérons comme corres- 


pondant à f,, par 
pi (Ba) palba) ++, Uar(fa) 


d’autres fonctions des mêmes variables et correspondant à f,, etc., et 
posons généralement 


TE (Ps) Fe BB) + TE (En) =D, G eB), 


č étant + des valeurs 1, 2, ..., 27; puis, après avoir multiplié 
les 2r équations précédentes respectivement par 


d do 
S pel) D, (8) 


ajoutons-les à la variation de ?; nous aurons 


= PA [E us mt) Jon 


qi 
+ [35 + o É + atp E o Jopik 


Les coefficients des variations des quantités g;, p: forment un groupe 
de dérivées virtuelles de la fonction o (n° 8), et ces dérivées sont don- 
nées par les deux formules 


Né) DATE nn uni 


dans lesquelles č est mr des valeurs 1,2,..., R. 

Les quantités renfermées entre parenthèses dans les seconds membres 
sont les dérivées virtuelles de 8. Prenons pour les multiplicateurs u, (B), 
Ua (B), ..… les quantités qui satisfont aux 27 équations 


a + fileB) HS files Pe + bal (PIE 


(6) 


fop 
fup) eB a o palp). [fanfa val B= 6], 


. 
che T E N TA 610,6 6 ir alé O TT OAO A EAR T O T A A EA OO E OS n 
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alors le groupe des dérivées virtuelles de chaque fonction 6 deviendra 
celui des dérivées principales. Désignons, pour abréger, ces dérivées 


principales par 
Ca Can 


et les dérivées virtuelles de ọ deviendront 


(8) $ (3): Das) a) =, a (a)? 


Or je dis que ces dernières dérivées de o sont principales. En effet, 
les dérivées principales de f satisfont aux 27 équations renfermées dans 


la suivante : af, (i >). di (8) 5 d (e 
dpi \dq, dp: \dq: E dpa dqn 


aan) T age (an) = 


où cest susceptible des valeurs 1, 2, ..., 27r (n° 9). On en conclut im- 
médiatement que les expressions (8) satisfont aux mêmes équations 
dans lesquelles la lettre 8 est remplacée par la lettre ọ, et, par suite, 
les expressions (8) sont bien les dérivées principales de o. 

Ainsi les dérivées principales de la fonction ọ peuvent se représen- 


ter, d’une part, par 


do dfi} df: dfir 
dq: + dq: +d dq: SF i- dar dqi ` 
do df df, dfir 
dp Ld Mdp e o A da 


Xi ho, ... ayant pour valeurs les solutions des équations (4) du n° 9, 
où k est égal à 27; et, d'autre part, elles peuvent se mettre sous la 
forme (6), en prenant pour les fonctions u (8) celles qui satisfont aux 
équations (7). En égalant ces deux genres d'expressions, on obtient le 
théorème suivant : 

Tuéonème IV. — On imagine 2n — ar fonctions, désignées gendra- 
lement par f, des variables qis Qas :.., Ins Pis Pa: ++. Pns et l'on suppose 
entre ces variables les 2r équations 


fi=o, H, Es fso; 
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alors, en désignant par ọ une fonction quelconque de ces variables, on 
aura les deux formules 


à df dfi 1 If, dfar 
Te +A SE + a ir - SN Be (8) E ++ plp) DE | 


t 


do dfi dfr _N do. [d8 df far 
M dm 5e + Arr dpi DES PAPE ++ (8 SE] 


des quantités pu, (B), tal), ... étant les solutions des équations (7) et 
les quantités X, a, ... étant les solutions des mêmes équations dans les- 
quelles les seconds membres sont remplacés par 


[fogh (sol + + fr ol. 


Nous ne considérerons plus désormais de dérivées virtuelles que 
celles qui sont principales; nous pouvons donc convenir maintenant 
que les dérivées placées entre parenthèses représenteront les dérivées 
principales, et le théorème précédent sera renfermé d’une manière 
concise et très-élégante dans les deux formules (8), qui montrent 
que le théorème élémentaire relatif à la dérivée d’une fonction com- 
posée peut être étendu aux dérivées principales d’une fonction com- 
posée, renfermant plusieurs variables qui ne sont pas indépendantes. 


12. Examinons le cas particulier où le nombre des équations qui 
lient les variables g;, pė se réduit à deux 


ME 0210; 


le nombre des fonctions f est 2n — 2, et nous avons la formule 


(au) = D ap (an) 
(=+ [fo] dfi lfi g] df 


dq) dq (fo f] du [fo f] dar 


(E) =E [£p] dfi AANE] df, 
dqi) dx [ff da CA, fi] dar 


avec 


si l’on donne à + la valeur particulière p, p ise parmi les variables p,. 
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Pas se. Pa» Cette formule devient 


+9-mné$-te 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE LA DYNAMIQUE DANS LE CAS D'ÉQUATIONS 
DE CONDITION ENTRE LES VARIABLES. 


13. Désignons par gı, 2s ..., Jn des variables propres à déterminer 
la position d’un système de points matériels en mouvement et sollicités 
par des forces ; supposons, de plus, que les liaisons du système soient 
exprimées par r équations de condition entre les variables q; : 


(1) het JE O eet SOs 
Alors p,, Pas «.., pn étant n variables auxiliaires, on a une équation 
de cette forme 


dqı dq: dqn dp, ODE SET 
(2) 7 P + dr Pi ++. Der ri Ôpn — Sn òq =... — T, Ôqn = òH, 


H étant une fonction des variables g;, pi 
En différentiant les équations (1), nous avons 


dfi dfi > IS 
dq Òq: + dp t +. a SATA DIRE 
fi, dfs df 

da: dqi + 1 òq: +... + di òqn = 0, 


sesers CC 


Multiplions les équations précédentes respectivement par À,, Xas. ., 
et ajoutons-les à l'équation (2); alors, si l’on dispose convenablement 
de ces multiplicateurs, les coefficients des variations dg; seront égaux 
dans les deux membres de l'équation résultante, et l'on aura 


(3) dq\__dH  dqg; S aHE dqa _ dH 
alnn ap ordt, E dpi > dt. dpr 

dpp E Tam h AR sd" 

dt dq, dq dq, dq, 

ap zo ana e a an 

(4) id titri dq: e$ dq dq: yE, ê dqa 
dpa _ _ H SEN dfi E U ETEA 1, H. 

dt dqn dq dyn dgn 
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Si l’on différentie une des équations (1), f; = 0, on a 


df, dq, dfi de | 
dg, de dd 


, 
ou 
dfi dA _ dfi dA 
dq, dp dgs dpa 


T0 


ou encore 
[fi H] =0; 

désignons, pour abréger, cette équation par F; = 0, et nous aurons 

les r équations 


(5) Fo RoS aa ES, 


auxquelles satisfont les quantités g;, pi. 
Différentions les équations (5), puis appliquons les équations (3) 
et (4), et nous aurons les équations 


[F H] = [fi E] h (fs E] st Se Fa] Arn 
(6) [F, H] = [fen E] Mi [fas Flite.:+ [fes Fa] Ars 


desquelles on pourra tirer À,, z, ..., À, pour les porter dans les équa- 
tions (4). 

On peut remarquer entre les coefficients les égalités faciles à dé- 
montrer : 


[fo P= [fo B] ee [fo EF]= [fo Fu], os 
Généralisation du problème du numero précédent. 


14. Supposons encore que les 2n variables gi, gas ++ -5 Qns Pas Po ++. 
Pn satisfassent à l'équation 


dq, ` n dqa N dan dp, N dpa = 
(7) ae dpi + dr OP: Lahe Òpn — Syr up At Òga = 0H, 


où H est fonction des variables g;, pi; mais supposons de plus que les 
variables g;, p: satisfassent à un nombre pair d'équations 


(8) EIEE eo, À A fie T 
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En introduisant des multiplicateurs à,, a, ..., Aar Comme dans la 

question précédente, on déduit des équations (7) et (8) les 27 équa- 
tions suivantes : 


dq, we dH df df; far 
ES E + Aer p? 

(A) dq, _ dH df, A dfar 
| PrE = dp. + À dp: + ha +... + Asr dp: , 

dpi __ d&_; dfi_ ; dfi a a y dfr 
dt dai ‘dq ag dii: 

B) dp A, dfi_; dh y, dfn 
dt dq: ' dq; * dqa 2r dq 


En différentiant une des équations (8), /;= o, on a 


dfi dq, __ df: dq: dfi dp, _ df. dp: 
dq di ` dq, dt C4 dp dt © dp, dt 
et, en remplaçant les dérivées des g;, p; d’après les équations (A) et (B), 
on a 
Ifo H] +A [fo F] + alfo A] +. = 


les quantités À,, As, …, Aar satisfont done aux 27 équations suivantes : 


à HR RELAIS ER TA 


RAR D TE OT NE PR PE ES LPS PT TSH; 
[So flM y +, AIt. fe fila 

+ Lis MAAT AUS AR EE DE AA A 
Lea del he OE + [fes far] 

ste [fees far] Ara + [frs far] E RAA TO NOO 4- “À == [ far, H], 


-et on pourra les tirer de ces équations pour les porter dans (A) et (B), 
Si l’on compare ces équations aux équations (4) du n° 9, on voit que 
les seconds membres des équations (A) et (B) représentent les dérivées 


principales de H; les équations (A) et (B) peuvent donc s'écrire, 
26 
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d’après la notation adoptée ci-dessus pour les dérivées principales, 


dgh (CA (COS A AAN e da d 
C ENT a a N E T AN NA 


dp,___ /dĦ dp; ____{dH = Hsdpa 4. / dE 
de Ab\ 0) AT TS) AE - MR dt D dqa) 


Èa question du numéro précédent se déduit de celle-ci, en faisant, 
comme il a été dit au n°6, 


Jn =F = [fi H], fin =R= [fs H), 


Examinons ce que deviennent alors les équations en },, Xs, .... Les 7 
premières de ces équations ont leurs seconds membres nuls, et dans 
leurs premiers membres les coefficients de },, Az, ..., À, sont nuls; on 
en conclut que les valeurs de ),,,, 2,42, ..., Aor s’annulent. Ensuite les r 
équations suivantes fourniront À,, s, ..., X, et coincideront avec les 
équations (6) du numéro précédent. 

Ainsi les équations (3) et (4) sont aussi de la forme (C), et l'on doit 
remarquer que les dérivées principales de H par rapport aux p; coïn- 
cident alors avec les dérivées immédiates. 

C'est dans la Section suivante que nous ferons des baie de la 
théorie des dérivées principales. 


(C) 
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SECTION VII 


THÉORIE DES PERTURBATIONS. 


1. En général dansles sciences physiques, on peut calculer sans beau- 
coup de peine les phénomènes qui dépendent d’une seule cause; mais, si 
deux causes agissent sur un phénomène, les calculs présentent presque 
toujours une difficulté beaucoup plus grande et quelquefois même in- 
surmontable. Cependant il arrive souvent que l’on a à examiner avec 
une action principale une ou plusieurs actions secondaires, et la solution 
devient alors moins embarrassante. On résout d’abord la question par 
approximation en ne s’attachant qu’à l’action principale et l’on cherche 
ensuite de quelle manière on doit modifier les résultats obtenus pour 
tenir compte des autres actions et arriver à la précision que l’on dé- 
sire. ; 

Dans les problèmes de Mécanique, on obtient ordinairement une 
première approximation, en tenant compte seulement d'une ou de 
plusieurs forces principales qui agissent sur le système matériel; ensuite 
on a égard aux autres forces que l’on appelle perturbatrices. La solution 
par première approximation donne lieu à des intégrations qui intro- 
duisent un certain nombre de constantes arbitraires et l’on conserve 
ensuite la forme de la solution obtenue d’abord, en supposant seule- 
mént que ces constantes se changent en des variables qui varient très- 
peu. La théorie des perturbations peut être appliquée avec utilité à 
beaucoup de problèmes de Mécanique, mais on en fait surtout usage 
dans l'Astronomie pour laquelle on a imaginé pour la première fois de 
faire varier les constantes arbitraires. 

26. 
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THÉORÈME SUR LES VARIATIONS DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 


2. Les équations différentielles de la Dynamique sont renfermées 
dans la formule 


q dgn dp, dpr, — 
(1) —— Ôp Heet AT Pa — gr TT T òqn = ÒH, 


et si nous n’avons entre les variables aucune équation de condition, ces 
équations différentielles sont les suivantes : 
(2) A 5 2E, dpi = gR 
t dpi dt dqi 
¿ étant susceptible des valeurs 1, 2,..,, n. 

Concevons que l’on ait obtenu les valeurs des g;, p; qui dépendront 
de 27 constantes arbitraires et de z, et faisons précéder les quantités 
is Pi et la fonction H de la caractéristique D pour désigner leurs accrois- 
sements quand ces constantes subissent de certaines variations. 

Multiplions les équations (2) par Dp;et — Dg;, ajoutons-les et som- 
mons par rapport à č; nous aurons l'équation 


(3) 2: (dqi Dp: — dp:Dqi) — DH dt, 


qui est entièrement analogue à l'équation (1). 
Désignons par A une caractéristique qui se rapporte à d’autres varia- 
tions des constantes arbitraires, et différentions l’équation précédente 


selon A; nous aurons 
2; (dAqi Dp; + dq:ADp: =- dApi Dq; — dpi ADq;) =ADH dt. 
Nous obtenons une équation également vraie en permutant les carac- 
téristiques D et A 
2: (dDq; Ap: + dqi D Ap: — d Dp: Aq: — dp: D Aqi) = DAH dt. 
Retranchons ces deux équations l’une de l’autre, en remarquant que 
les deux signes DA et AD sont équivalents, et nous obtenons 


2; d( AgiDp: — Dg;Api) ==.0; 
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nous en concluons que l'expression 
(4) 2i (Aq: Dp: — Dqi Bpi) 


est indépendante du temps. C’est l'important théorème donné par La- 
grange (Mécanique analytique, 2° Partie, Section V, § 1). 

Si les variations selon A se rapportent à l'accroissement infiniment 
petit Ax d'une seule constante & etles variations selon D à l'accroisse- 
ment D d'une autre constante ĝ, le théorème de Lagrange exprime 


que la formule 
D (de dpi _ da de) 
dx dB dB da 


est indépendante du temps. À 


3. On peut généraliser le théorème précédent en supposant que les 
variables g;, p: satisfont à équation (1) et que les variables g; satis- 
font aussi à des équations de condition; on obtient ainsi un système 
d'équations qui se rencontrent aussi dans la Dynamique; mais, pour 
généraliser davantage, supposons des équations de condition qui ren- 
ferment non-seulement les variables g;, mais encore les variables p;, 


fi=0, J= 0; e. 1r = O4 


D’après ce que nous avons vu au n° 14 de la Section VI, nous au- 
rons, au lieu des équations (2), les suivantes : 


du (d), du (dn 
AEn AE HEC ES dqi 4 


dont les seconds membres représentent les dérivées principales de la 
fonction H. Remarquons ensuite que l’expression 


dH dH dH dH 
(5) Dq, +, + (TE) Dq, + CL +... + (ae) Dp, 


est égale à la même expression dans laquelle on supprimerait les pa- 
renthèses des dérivées, c’est-à-dire à DH; nous obtiendrons donc encore 
l'équation (3), et, en suivant les calculs faits ci-dessus, nous trouve- 
rons de nouveau que l'expression (4) est indépendante du temps. 


206 DYNAMIQUE ANALYTIQUE, 


FORMULES DE PERTURBATION. 


4. Si nous supposons 27 variables g;, pi satisfaisant aux équations 
différentielles canoniques 


(1) gs F=- 


où z est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n, les valeurs de ces variables 
en fonction de z contiennent 27 constantes arbitraires &,, Xs, ..., Zoni 
représentons-les par 

FO NN is ns 
(2) qi qil » Ais 29 3 Zm) 


pi= ile is Xiz ss Cm) 


Supposons qu'après avoir obtenu ces intégrales on se propose de 
résoudre le même problème où H est remplacé par H + Q, Q étant en 
général très-petit en comparaison de H; Q est désigné sous le nom de 
Jonction perturbatrice. 

On adopte encore les expressions (2) pour formes des nouvelles solu- 
tions, mais en considérant &,, Ga, ..., don Comme des fonctions de 4 
qu'il s’agit de déterminer. D’après cela, les dérivées partielles des 
quantités q; pi prises par rapport à z, en considérant &,, &,, .. comme 
constants, satisfont encore aux équations (1); mais les dérivées totales 
des expressions (2) par rapport à z seront égales aux seconds membres 
des équations (1) dans lesquelles H est remplacé par H + Q, et l’on 
aura 


dq: dq des dqi da, a E r Er 1) 
PENEN F TE, EF din: dpi 7E dpi 
5 dpi. dpi da, _ dpi da | dd 
dt dæ dt dar dt ARN dqi dqi 


En retranchant les équations (1) des deux dernières, on obtient 


LE MER DEEP ET 

(b) da, da: dpi 
dee PRE PUAA = d9, dt 
d dé dqi 


Multiplions ces équations par p; — dg;; ajoutons-les et sommons 
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l'équation résultante par rapport à č, qui est susceptible des valeurs 1, 
2,..., A; NOUS AUrODS 


pS dqi ; A \ da, dqi s _ dpi Ne 7 
(3) òQ =X ($? pi — P ag) qe + da dpi — de òq: Te A 


Les quantités g;, p: étant données par les équations (2), leurs varia- 
tions proviennent de celles des constantes devenues variables x, 
du 17161 0N 2 


òq: = QU da + dut, api = JP: da + aa » 


d’ailleurs les variations de #,, &,, ... sont indépendantes; on aura 
donc, en égalant dans les deux membres de l'équation (3) les coeff- 
cients de la variation d’une même quantité œ que nous désignerons 


par f, 


dQ fui (£ dpi dpi ge) da, j D (£ dpi _ dpi ak dz, 


dB Zui\de dB da dB i\des dB des dB] dt ” 


Si l’on pose généralement 


dqi dpi dpi dqi f 
Se p-e 4) tes 


cette formule deviendra 


dQ da, dos 
gg = (2o b) ge + (a Bae Hs. 
ou 
do s= tn d 
(4) da =) (6) Te 
s=1 


C’est la formule de perturbation donnée par Lagrange (OEuvres de La- 
grange, t. VI, p. 713). Les coefficients (x, B) y sont indépendants du 
temps, d’après ce que nous avons vu au numéro précédent. En faisant 
dans cette formule successivement f = &,, a, ..., ons On aura 27 équa- 
tions pour déterminer les dérivées de ces 27 quantités par rapport à z. 
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5. Dans ce qui précède, on a supposé que les forces perturbatrices 
donnent lieu à une fonction de forces Q; s’il n’en est pas ainsi et que 
la fonction perturbatrice Q n’existe plus, nous représenterons encore 
par ÒQ l'expression 

Z(Xdx+ Yôy + Zdz), 
X, Y, Z étant les composantes de chaque force perturbatrice suivant 


trois axes de coordonnées rectangulaires (Section 1, n° 20); transfor- 


mons cette expression dans les variables g;, p:; les dérivées Te a a lu 


numéro précédent devront être remplacées par les coefficients de, di, 
òp; dans la nouvelle expression de ðQ, et l’on arrivera de la même ma- 
nière à l’équation (3). On remplacera dans cette expression de dQ les 


qi, Öp: par 
cl a ER A dar +. dpi, deu + TEE dus. ; 
EAI a 
la dérivée a dans le calcul du numéro précédent devra être remplacée 
par le coefficient de dx; dans òQ; on GE donc à une formule sem- 
blable à la formule (4), dans laquelle Ÿ sera seulement remplacé par 


q 
le coefficient de 98 dans ðQ. 


6. On peut généraliser la formule (4). En effet, supposons que l'on 
ait la formule 


avec les 2r équations de condition 
fie 0, a NE 07 Par — 0 


Les valeurs des quantités g;, p: en fonction de # ne renfermeront plus 
que 2(n — r) constantes arbitraires &,, @s, -.-, om, et l’on aura, au 
lieu des équations (2), 


qi = gi(l, Zig Xiz eap Ca(n=))s 


Pi =pli Lis His essy Gatn=r)}. 
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Pour appliquer le raisonnement précédent, il n’y aura qu'à rempla- 
cer, dans les seconds membres des équations (a) et (b), les dérivées qui 
y entrent par des dérivées principales, et l'on arrivera de même à 
l'équation 
$=2(a—7r) 


dh. da, 
(5) % = (as B) T 


Si les fonctions x peuvent se partager en deux groupes de n — r quan- 
titéS is Oos ses Zn-rs Bis Bos +--> Bn-rs qui satisfont aux équations 
eiar — 0; p Bi —0, erbo e bE 


où & et # sont susceptibles des valeurs r, 2, ..., n — r, el assujettis 
seulement à être différents entre eux, l'équation (3) devient 


= dB, Ba dx 
00 = — 7 dar — 7 à Aaaa Tr ea 
da, dan-r 


da ; 
+ ar Pi t gr Bi ++ 


et fournit les 2 (n — r) équations suivantes, renfermées d’ailleurs dans 
l'équation (5) : 
da dQ dbi- dO 


dt — dé dit de 


i étant susceptible des valeurs 1,2,...,n pr. 


7. Proposons-nous ensuite de trouver des formules de perturbation 
qui donnent explicitement les dérivées des quantités &,, s, ... par rap- 
port au temps; ces formules fourniront par conséquent la résolution 
des équations (4) ou (5) par rapport à ces dérivées. 


Supposons encore entre les 27 variables g,, gas -+1 Qns Pis Pas ++. Dn 
les 2r équations finies 
(6) f=10; fi=0, PR 0, 
et les équations différentielles 
aji LAON ES EE (a) 
(7) a Ap E aP T Vg) 
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dans lesquelles č est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n, et où H peut 
renfermer 4 outre les variables g;, pi. 

Concevons que l’on ait intégré ces équations et que l’on ait trouvé 
pour intégrales les 272 — 2r équations 


Bi = pi (gi das ve 3 Qns PA Pas + + Past), 
(8) Ba = pildo Qs + +; Qu Pis Pr ++, Pit); 


CCC CC n 


Ba(n=r) = Partar) (di qas -+ +s Qas Pis Pas + + +3 Pm t), 


dans lesquelles B,, Ba, ..., Bam- désignent des constantes arbitraires 
qui n’entrent pas dans les seconds membres. 

S'il s’agit d’un problème de Mécanique et que la fonction de forces 
ne dépende pas de z, H en est aussi indépendant, et alors on peut sup- 
poser que ż ne se présente que dans une des équations (8) et additive- 
ment à la constante qui y entre. 

Imaginons ensuite que l’on ait à résoudre le même problème, dans 
lequel la fonction H est seulement remplacée par H + Q, la fonction 
perturbatrice Q étant en général une très-petite quantité. Les équa- 
tions (6) subsistent donc encore, mais les équations (7) sont rempla- 
cées par 


(9) dre ~ dpi dt dqi 


Alors les fonctions des g;, p: qui forment les seconds membres des 
équations (8) n’ont plus de valeurs constantes; mais leurs dérivées 
sont en général de très-petites quantités qu'il s’agit de déterminer. Ces 
fonctions, que nous désignerons par la lettre B, sont définies par les 
équations (8) qui, jointes aux équations (6), pourraient servir à expri- 
mer les 27 variables g;, pi au moyen des quantités £ et de z, et d’une 
seule manière. 

Désignons par « = 4 une intégrale du problème sans perturbations, 
c’est-à-dire une des équations (8), dans laquelle œ est la constante 
arbitraire. En différentiant cette équation, on à 


Rene re) 


i=n 


meS (FE dgis, dy A yi 
i=1 


dqi dt dpi dt dt” 
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et le dernier terme est nul, si ¿ne se présente pas explicitement dans y; 


re . dqi dpi 
comme ÿ = 4 est une intégrale des équations (7), si l'on tire #5 gy de 
ces équations pour les porter dans la dernière, on aura identiquement 


St 


Passons ensuite au problème avec perturbations. Nous devrons alors 
regarder, dans l'équation & = 4, œ~ comme une fonction de ż, et, en la 
différentiant, nous aurons 
de _N g dqi dy dei) AC 


de = 2s\ aq dt + dpi dt )* dt? 
=i 


les dérivées des variables g;, p; étant fournies par les équations (9), et 
il en résulte 


p-Siaemen) (nes) à 


Retranchons l'équation (10) de cette dernière et dans le résultat 
mettons la lettre æ au lieu de y, ce qui ne peut plus maintenant en- 
trainer de confusion, et nous aurons 


i= 


day fa daint de (aD 
dt 4 dqi\dpi} dpi \dqi 


La fonction Q peut s'exprimer au moyen des quantités B et de 4, et 
d'une seule manière, et, d'après une propriété démontrée sur les déri- 
vées principales (Section VI, n° 11), les dérivées principales de Q par 
rapport aux variables g;, p; sont données par les formules 


(a) = 2s ag au) (an) Due (or) 


see (ee 


on a donc 


27: 
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On a d’ailleurs 
(E) =E ru mlb) SE +. a 


dg 
dB\ _ df j dfa 
(E) =F teo É + lp) DE plp) E 


en prenant pour p, (Ê), m:(B), ... les quantités qui satisfont aux 27 
équations 


à + Lo f, elb) + Col es(8) ++ fn fil (8) = fs p], 
Li fale (8) + 3 + [fofi] n (8) + + lfi fa pelh) = A 81, 


e p000 Oo 0o 0070 nn ee ns ns O 


En remplaçant les dérivées principales des quantités 2 par les ex- 
pressions ci-dessus, on a enfin 


TY a (Le Bl+ mB) Las fi) + plpa]: p(B) a fr) 
qui est la formule cherchée et que j'ai donnée dans le Journal de 
M. Liouville, p. 298, t. XIX; 1874. 

Cette dernière formule peut étre considérée comme provenant de la 
résolution des équations (5) par rapport aux dérivées des éléments 
troublés; done, puisque les quantités (&s, B) sont indépendantes du 
temps £, il en est de même de l'expression 


Ce B] (B) Cas fi] + lB) leh] 


La formule de perturbation qui vient d’être obtenue est évidemment 
exacte, quelles que soient les limites entre lesquelles Q puisse varier; 
mais, si Q reste toujours très-petit, ainsi que ses dérivées, les quantités 
= seront elles-mêmes très-petites, les quantités x varieront très-peu, 
et l’on aura une valeur approchée vue ss quantités & par une qua- 
drature, en regardant le coefficient des o comme constant, et en ne 


regardant comme variable, dans Q qui est fonction des x et de #, que 
la quantité 4. 
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8. Si l’on suppose qu'il n'existe aucune équation de condition entre 
les variables g;, pi on obtient la formule de perturbation donnée par 
Poisson (Journal de l’École Polytechnique, Cahier XV, p. 288) 


(u) T=) D lob] 


mais cette formule se simplifie encore souvent beaucoup. 
Concevons, en effet, qu’on ait obtenu la moitié des intégrales d'un 
système d'équations canoniques 


dqi _ dH, dpi dH, 


(12) de dpi ode 20 au? 


i étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n et H, indépendant de 4, 
Désignons ces intégrales par 


(a) H= g, H: = æ» e...) = Ans 


Qis Gas «+. An Étant des constantes arbitraires, et supposons que les 
premiers membres satisfassent aux équations 
(b) [H, H,]=0, 


u et s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n; alors, en tirant 
Pis Pas ++. Pan des équations (a) pour les porter dans l'expression 


Pidqi + p:dq: +... + Pndqus 


elle deviendra la différentielle totale d’une fonction V (Section II, n°19) 
et, si l’on fait H, = H, (gis qas ++- Qns Pis Pas ++» » Pa)» V est une solution 
complète de l'équation | 


dy dV ANAE 
LD RENTE re da re 


et les intégrales restantes seront 


dy ay av 
du TE das Ri psr a den Bnr 


Bis Bas --- étant des constantes arbitraires. Désignons par L,, La, ….., 
L, ce que deviennent les premiers membres de ces intégrales, quand 
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on y remplace gı, &, ... d’après les équations (a), nous aurons les 
intégrales | 

fe) PE e OS PE T cc 

D'après ce que nous avons vu (Section II, n° 22), on a les équations 


(d) [L., j 0, [Hu H]=0, [Ha L, = 1, 


u, s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n, mais différents 
entre eux. 

Dans le problème des perturbations, les quantités u, Bs cessent d’être 
des constantes pour devenir des fonctions représentées par les premiers 
membres des équations (a) et (c), et l’on peut écrire, au lieu des équa- 
tions (b) et (d), 


(e) [aus CA = 0; [bu B;] = 0, [Zus B] = 0, [tus B= SALES 
donc les équations de perturbation de Poisson deviennent 
dei dQ dé dQ, 
de dé dt dx 
Les formules (4) de Lagrange (n° 4) devant se réduire aux mêmes 
équations, on en conclut que l’on a 


(f) (du t) =0, (Bupi) =0, (du Bi) =0, (af) =— 1. 


C’est ce qu’il est aisé de démontrer directement. En effet, on a ob- 
tenu (Section II, n° 21) les quatre équations 
dBi dp, dx _ dp, 
dq de dp dB 
DS i e CR Ogi 
dp, de” dp, di 


u et s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n. D'après cela, 


on à 
= > dq: dpi _ dpi dqi 
ele 1| de dan) 


=D (ap du * du ap) =e 
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et l'on trouve de même 
(ss Bu) 27; [aus Pl, (Bu B.) = EZAN CAE 


Les équations (e) reviennent done aux équations (/). 


9. Nous avons vu que l'expression [ &, 8] de la formule (11), qui est 
fonction des g;, p: et de z, ne dépend pas de z; elle ne change donc pas 
si l’on y fait ¿ := o et que l’on y remplace les variables g;, p; par les va- 
leurs a;, b; qu’elles prennent pour ¿ = 0; or, si l’on pose 


a — 0 (gi Qu ©» PuPn st), 


cette fonction x, qui est constante en vertu des équations (12), a aussi 
pour valeur 
ASh lahad 9. bi; Onua 


ainsi x et de même f sont des fonctions de a, as, ..., a,, bis b,, ..., 
ba, et, en faisant ¿ = o dans le second membre de 


da d dæ dB 
lans > E dpi dpi dg) 
on a 


(s) D 


Il suit encore de là que, si l’on prend pour g, ĝ les quantités aj, bi, 


on aura 
aoar o albo O = a Ca 0R Onal a aa 


u, s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n et différents 
entre eux, et la formule (11) fournira les équations 


da; dQ : db; dû 


dt db, dt da; 


entièrement semblables aux équations (12). 
Remarquons aussi que, si l’on fait dans la formule (g) p = b; et 
Ê = ai ona 


da da 
[æ ot da [æ ai| —— db, 
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Théorème relatif à l'intégration d'un certain système d'équations 
différentielles. 


10. Nous venons de voir (n°* 7, 8) que le coefficient de s dans la 
formule 


(1) DS 0] 


est indépendant de z; autrement dit, [&, 8] est une fonction des g;, piet 
de 4, et, lorsqu'on y remplacera les variables g;, p; en fonction des con- 
stantes de l'intégration et de #, le temps # en disparaîtra, On voit, 
d'après cela, que l'expression [«, 8] est une fonction des seconds 
membres des intégrales (8) des équations 


(a) de dp dt dq’ 


on retrouve donc ce théorème démontré précédemment (Section II, 
n° 25) : Si a = const. et B = const. sont deux intégrales d'un système 
d'équations canoniques, la formule 


|æ, B] = const. 


est aussi une intégrale de ces équations, à moins que le premier membre 
ne soit identiquement constant. 

Ce théorème s'est d’abord présenté à Poisson, qui démontra que le 
coefficient [æ, 8] de la formule (1) est indépendant du temps, et à 
Lagrange, qui prouve ensuite la même chose dans sa Mecanique analy- 
tique; Jacobi est cependant le premier qui ait énoncé ce théorème sous 
la forme précédente et comme une proposition de Calcul intégral. 

Le théorème précédent jpeut être étendu à un système d'équations 
plus général. Supposons, en effet, entre les 22 variables gi, pi, 
l'équation 
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et les équations de condition 
(b) Ti OS — OR: Ce = 0); 
nous avons vu, à la fin du n° 7, que l'expression 


[æ B] + (8) La, fil + pu (B) Le fi] +... 
est indépendante de et te en conclut, comme ci-dessus, ce théorème : 
Si a = const. et B — const. sont deux intégrales des équations (a) et 
(b), l'équation 
La, B] + p(B) lefi] + p(B) [af] +. -= const. 


est une integrale des mémes équations, à moins que le premier membre ne 
soit identiquement constant. 


Propriétés de l'expression [æ, ê]. 


11. Nous avons démontré (Section VI, n° 5) qu’on peut remplacer 
les 27 variables g;, p: qui satisfont aux équations (a) et (b) par 
on - 2r variables Q,, Qs: .…., Q,,, Pis Pa, ..., P,, qui ne sont reliées 
par aucune équation de condition, et qui satisfont aux 27 — 2r équa- 
tions différentielles canoniques renfermées dans les deux suivantes : 


dQ du, dP,__ dH 
(1) dtia AP AtA y dQ? 
où č est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n— r. 


La quantité que nous avons désignée précédemment par [«, f] est 
formée avec les dérivées de œ et ĝ par rapport aux variables g;, p;: 
formons une quantité qui se compose de la même manière au moyen 
des dérivées de æ et B par rapport aux variables Q;, P;, et posons 


,_ da. dB da. dB . da dẹ 
lani = To ar, * 40, db, * e dr. 

da. d6.. da, dB, + dx dB 
APAD AP 40 Cr AP. dOr. 


Comme il n’existe pas d’équation de condition entre les variables Q;, 
p q i 
28 
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P;, la formule de perturbation par l’emploi de ces variables se change 


en la suivante : 
da dQ | 
dt =X g5 Le pT. 


On a aussi (n° 7) 
a =D, le B]+ (B) Les fi] + lB) lefi] 


et comme les coefficients des dérivées de Q doivent être égaux dans les 
deux formules, on en conclut cette formule remarquable 


(2) [æ BY = Le, B] + m (P) Les f] + pa(B)Le 1 +. + par (B) [es Je], 


qui, dans le cas particulier où les variables g;, p; ne sont elles-mêmes 
assujetties à aucune équation de condition, se réduit à 


[æ BY = [z BI. 


Dans ce qui précède, les fonctions et 8 ne sont pas quelconques; 
car 


(3) æ—const., B= const. 


sont deux des intégrales des équations (1), et en différentiant les équa- 
tions (3), puis ayant égard aux équations (r), on a les deux équations 


da d 
(4) Gay =o eH] E=, 


auxquelles satisfont ces deux fonctions. Cependant on peut démontrer 
qu’en prenant pour &, 8 deux fonctions quelconques des variables g;, 
pi» on à encore l'équation (2). En effet, concevons que l’on ait obtenu 
la formule qui détermine l'expression [x, B]' au moyen des variables 
i» Pi, lorsque « et B sont deux fonctions quelconques. Les variables 
qi» pi sont des fonctions des variables Q;, P; qui ne dépendent pas de 
la fonction H, ni de z, ainsi qu’on a vu (Section VI, n°5); pareille- 
ment la formule (2) qui donne [«, B]' est indépendante de H. D'après 
cela, si l'on suppose ensuite que, dans cette formule, « et f satis- 
fassent aux équations (4), il ne s’ensuivra aucune réduction; done, 
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réciproquement, la formule (2), trouvée dans la supposition que les 
équations (4) sont satisfaites, peut être étendue à deux fonctions quel- 
conques. 


12. Le théorème renfermé dans la formule (2) a été démontré par 
Jacobi, dans le cas très-particulier où les équations de condition ne 
renferment que les variables g;, au moyen de calculs extrêmement 
laborieux; il se propose de découvrir la formule relative à ce cas (Nova 
methodus, etc., § 38, t. III de ses Mémoires) : Quum propter rei utili- 
tatem, tum propter egregiam ejus difficultatem, tum quia accurate exa- 
minare juvat quæcunque spectant ad expressionem |v, | tantis proprieta- 
tibus gaudentem. Alors cette formule prend une forme différente et plus 
compliquée. Dans ce cas, en effet, en désignant, comme au n° 14 de la 
Section VI, par 


0 ei Ne Jr=0 
les équations de condition données, il faut faire dans la formule (2) 
fa=(f, 8], fo=[(fH], …., f=({f, H] 


Il convient aussi de faire remarquer que la formule que Jacobi a démon- 
trée s'appuie sur une transformation particulière des variables g;, pi 
en les variables Q;, P;, ce qui l'oblige à donner deux pages entières à 
l'énoncé de son problème. Dans mon théorème, au contraire, la trans- 
formation des g;, p; en les Q;, P; se faisant dans un système canonique 
quelconque, son énoncé est très-simple. 


13. Au heu de la fonction donnée pour g, mettons dans la for- 
mule (2) l'expression 


(æ) =g + Afi -| - Aafa ht, 5 es pr Aar Jars 


en choisissant pour ),, Xs. ... les multiplicateurs qui donnent à & sa 
forme principale. D'après ce que nous avons vu au n° 9 (Section VI), 
on a 


[(æ), f]== 0; ila) f]=0, ..., [(æ), far] = 0, 


Donc tous les termes qui suivent le premier dans le second membre de 
28. 
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la formule (2) s’annulent, et l’on a 
(5) læ, B] =[e+Afi+...+ fe, bB]: 


Il est évident que nous n'avons pas eu à mettre (x) au lieu de g dans le 
premier membre; car x, dans ce premier membre, est exprimé au 
moyen des variables Q;, P;, ce qui ne peut avoir lieu que d’une seule 
manière. 

De même, si f3 a sa forme principale, on a 


H(B)=0, m(B)=0, <, pr(B)=o, 
et l’on conclut encore de la formule (2) 


Les B] = [x (B) 


ou 
(6) læ BI = Le B + p(B) fi + palp) fa +. par (B) Jarl. 


Aux formules (5) et (6) on peut évidemment ajouter cette autre 


læ, BY = [(a), (B= le + Afi +R +... B+uf+mf+. ] 


et cette dernière revient encore à la suivante, qui est formée au moyen 
des dérivées principales de x et f : 
, _(da\/dB da\ / dB 
tet = (ag) (api) + Ge) GE) + 
ae ee 
Tp) (d eaae 
Les formules précédentes montrent que l'on peut choisir les formes 
des fonctions &, £, d’après les équations de condition, de manière à 
rendre l'expression [x, 8] indépendante du choix des variables g;, pi. 
Remarquons, enfin, une propriété de l'expression (œ, 8) analogue à 
celles que nous venons d'obtenir pour l'expression [æ, 8]. Nous avons 
trouvé au n° 6 la formule de perturbation 
s=a(n— 71) dé 


dQ, 
AAA RAIT. 


4=1 
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en posant 


i=n 


i=1 


Si l’on suppose que les variables g;, p; soient transformées en les 
variables Q;, P; qui satisfont aux équations (1), on doit remplacer l’ex- 


pression du coefficient de T dans cette formule par cette autre 


i=(n- r) 


PRO (2 dP, dP; a 


des dB -dap dé 


tal 
On en conclut que ces deux expressions sont égales et qu’on a 


(æ B) = (a, B). 


FORMULES DE PERTURBATION RELATIVES AU MOUVEMENT D'UNE PLANÈTE. 


14. Imaginons généralement un système matériel soumis à des forces 
données et dont on ait formé les équations différentielles et les équa- 
tions intégrales du mouvement. Si à un instant du mouvement des forces 
d'impulsion viennent à agir sur le système, après cet instant les équa- 
tions différentielles du mouvement seront encore les mêmes, et il n’y 
aura de changées dans les intégrales que les valeurs des constantes 
provenant des intégrations. Pour obtenir les valeurs nouvelles des 
constantes, il faudra calculer les vitesses de chaque point provenant 
des impulsions, et, d’après les positions de ces points à l'instant du 
choc et leurs vitesses modifiées par les impulsions, on pourra calculer 
les valeurs nouvelles des constantes arbitraires. 

Si un système matériel est sollicité par des forces perturbatrices, on 
peut imaginer qu’on remplace ces forces par des impulsions infiniment 
petites, agissant pendant chaque instant. Au commencement de chaque 
instant, les positions des points seront les mêmes que s’il n’y avait pas 
d'impulsions pendant cet instant, les vitesses seront aussi les mêmes, 
les accélérations seront seulement changées. Les constantes arbitraires 
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varient de quantités infiniment petites à la fin de chaque instant et par 
conséquent deviennent des quantités tout à fait variables. 

D'où l’on conclut que les formules qui donneront les positions des 
points matériels et les composantes de leurs vitesses resteront les mêmes 
que s’il n’y avait pas de forces perturbatrices, les constantes arbitraires 
qui sont renfermées dans ces formulesse changeant seulement en quan- 
tités variables. On retrouve ainsi sous une forme géométrique les con- 
sidérations qui ont servi précédemment de point de départ à la théorie 
des perturbations (n° 4), en regardant la fonction perturbatrice Q 
comme indépendante des quantités p;. 

Supposons ensuite qu'il s’agisse du problème d’un point attiré par 
un centre fixe, et concevons qu'à la force provenant de ce centre on 
ajoute d’autres forces perturbatrices. Les éléments de l'orbite qui for- 
maient les constantes arbitraires du problème deviennent variables. 
A chaque instant l’ellipse variable aura pour foyer le centre d'attraction, 
passera par le point attiré et sera tangente à la trajectoire-du point. 


Équations différentielles canoniques du mouvement trouble. 
q q 


15. Si l’on désigne par V la solution complète trouvée (Section II, 
n° {) de l'équation aux différences partielles relatives à l'attraction 
d'un point vers un centre fixe, et qu’on représente, en changeant les 
notations, par h, B, k les trois constantes renfermées dans V, on a 


pour les intégrales du mouvement les trois équations 


av a S av = l Er av — T 
dhynsio Ph dpsna Pole. 21016 


T, &, g étant trois autres constantes arbitraires. 

D'après ce que l’on a vu (Section II, n° 2), A est la constante de lé- 
quation des forces vives, # laxe dú plan invariable, ĝ sa projection sur 
la normale à un plan fixe sur lequel on compte les longitudes; — + re- 
présente le temps du passage de la planète au périhélie, æ la longitude 
du nœud, g la distance angulaire du périhélie au nœud. 

Ces six constantes s'appellent les éléments de l'orbite. Si l'on sup- 
pose que le corps soit non-seulement sollicité par le centre, mais en- 
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core par d’autres actions, et que la fonction de force soit augmentée de 
— Q, alors on adoptera encore les formules du mouvement elliptique 
pour celles du mouvement de la planète, mais on y regardera comme 
variables les six éléments 2, B, k, 7, «, g, et, d'après le n° 8, les valeurs 
de ces quantités seront fournies par ces six équations 


dh dQ dz a O) 
dé nor a e adhe 
d dQ, da do 
di UR AET. dÈ ? 
dk_ do dg_ dQ 
dtaa de dte RE 


Autre forme des équations du mouvement trouble. 


16. D'après ce que nous avons vu (n° 6), au lieu des six équations 
précédentes, on peut mettre la suivante : 


d r z dz d 
(1) a iA E e òa + —— òg + -> òh -+ T dB — E òk. 


En désignant par m la masse de la planète et par /? l'attraction du 
centre fixe sur l’unité de masse à l'unité de distance, par 2a le grand axe 
de l'orbite, par e son excentricité et par z son inclinaison sur le plan 
fixe, on a (Section II, n°2) 


h= -i k=lJma(1— e), B= k cosi. 


Nous allons aux quantités 2, B, k substituer a, e, i. En différentiant 
ces trois formules, on a 


dh = z da, dk = TE [(2—e?) da--2aede], 
dB = mil e) cosida— zae cosi de]— k sini di, 
t 


et l’on en déduit trois autres en remplaçant la caractéristique d par à. 
Substituons dh, dk, d8, dh, dk, dB, tirés de ces équations, dans l’équa- 
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tion (1), ct nous aurons 


D 3a + D de + Toi D dr + D da + TE 


di d 
LE PA HE ml? : da mľae de di 
=- nor] Pire) cosi Te + PET cosi p +hsini G [ox 
A ps —e)da ml’ae A x 


2k dt k di 


2? 2 
w da + AE (1 — et) cosi da — ee cosi de — lsinii | 


— dg A el 


Les coefficients des variations da, de, ... doivent être égaux dans les 
deux membres, et l’on en déduit facilement les six équations suivantes : 


da _ —2@ dQ 
ETATEN EA 

da o nr" a 

dt  Iyma(ı— ë)sini di 

de _—al(i—e)d0 Vie do, 

di Fe le de yma le dg’ 

di 1 dQ cosi do 


at Nma ejsini da lIsiniyma [1 — e 1—&) dg” 
dr __2@ dQ nr a(r—e:) ao 


d E da be de? 
dg _ „Vize dQ cosi da 
dt Ymale de lsiniyma(ı — e) di 


Les éléments a, e, i, t, u, g étant supposés varier très-peu, si on 
les regarde comme constants dans les seconds membres de ces équa- 
tions et ¿ qui se trouve dans Q comme seule variable, on pourra cal- 
culer ces quantités avec une grande approximation pendant un temps 
assez considérable à l’aide des quadratures indiquées par les formules 


précédentes. 


17. A la cinquième de ces équations, qui donne +, il sera utile d’en 
substituer une autre. A cet effet, au lieu d'examiner la valeur de +, 
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nous considérerons celle de l’anomalie moyenne 
A=n(t+r) 


-3 
où l’onan= la ?. 
+ n'entre dans Q que par À qui le renferme; on a done 


da_ 2@dQ  zændQ 


(2) UT E A der ED da. 
Si l’on désigne par a9 la dérivée de Q prise U rapport à a, en sup- 
gne par | 7z Į |! pp , [ 
posant constant à, qui renferme a, on a 
dr __2a /dQ 24 dQ dn a(i—e!) dQ 
(8) n=l) TAE E T 


D'ailleurs, la différentiation de à donne 


dì dr A dn da 
nee SE N E a 


et, en y substituant les formules (2) et (3), on a 


t nze de 


L 

dà pq va (d0) 1—e d0 

HER UNE 

Équations différentielles du mouvement relatif, de corps qui s’attürent, 
autour de l'un d'entre eux. 


18. Soit M, m,, Ms, ... les masses de corps qui s’attirent en raison 
inverse du carré des distances, et il s’agit de trouver le mouvement re- 
latif des corps »,, Ma, ... autour du premier M, qui sera le Soleil s’il 
s’agit du système planétaire. Désignons par r,, ra, ... les distances de 
mi, Ma, ... au corps M et, en général, par r;, la distance de my à m. 
Soient (X, Y, Z), (is Yin 31), (Da Ya, 32), +. les coordonnées de M, 
mi, Ma, ... par rapport à un système fixe d'axes rectangulaires de 
coordonnées. ; 

Si nous posons, en général, 


ti = X+ čo Ji= Y + tn 4—=2+G, 
29 
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Ei, ni Ci seront les coordonnées de la masse m par rapport à trois axes 
rectangulaires mobiles menés par M et parallèles aux axes fixes. Le 
corps M étant attiré par m;, il en résulte une force accélératrice dont 


la composante suivant l'axe des x est me 5, etl'on en conclut l'équation 


VE; 
APT 


dY mn 
== =xssr nt | 


de= r? 
ËZ =X 
die r 
Examinons ensuite les trois équations relatives à m;; la masse m; est 


attirée par M avec une force accélératrice dont la composante suivant 


laxe des æ est — a elle subit ensuite de la part des COrps m4, Ma, … 
i 


on a de même 


des forces dont la résultante a pour composante, suivant laxe des x, 


is V t 
m, dE °n posan 


(Section 1, n° 5); on a donc 


da ME i dv 
dt’ CNE 9 mi dE; 


et puisqu'on a 
dx; fs dE, l ËX d dE; eu më 
de dr dr de > 


il en résulte la première des trois équations semblables 


dE MENT dv a 
rap = mi dés 
dni _ i mn. 1 dV 
AR EP na mi dns 


7. dé; mý 1 av. 
MT D mi de 
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Posons 


vs +y m, | (en Tisk Cit: ), 


Mi 


le signe sommatoire X s'étendant à toutes les masses m, Ms, ..., eX- 
cepté à la masse my, el il en résultera, en faisant M + m; = p, les trois 
équations , 


d'u _ p dg 
di e. dër 
d'ni ___ un: dQ 
dE r du 
de o per dQ 
dû jar ali 


Si l’on néglige d’abord les termes qui dépendent de Q, on obtient un 
mouvement elliptique pour celui du corps m; autour de M; on prendra 
ensuite Q pour la fonction perturbatrice, et l’on voit que cette fonction 
change d’un corps à l’autre. 


Sur la forme des termes de la fonction perturbatrice. 


19.. Cherchons la fonction perturbatrice pour le corps m,; en ne 
considérant que la partie qui provient du corps ms, on a 


Q = — 7: —- M(E E MN Ja + Zi An) 


li, R 


si l’on désigne maintenant par (æ,, Yis 21)» (Las y», Z2) les coordonnées 
de m,, M, par rapport au centre du Soleil. 
On a 


lis = (ai — 2) + (ri =y) + (z =z) =r + rie (Li X: + Yi9a + 3122), 


et si l'on désigne par a, a, les demi-grands axes des orbites de m,, ma, 

par e, e, les excentricités, par — +, — 7, les temps des passages des 

corps à leurs périhélies, et par z, z, leurs vitesses angulaires, on a, 
29. 
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d’après les formules du mouvement elliptique, 
Die cosn(t+t) — £ [cos2n(t + r)—1] +.. 
(a) | 

r; 


2 
2 =i ecosm(t +r) — % [cosam(t +7) =] +... 
\ a 


en faisant 


avec s 
L=M +m,, =M + m. 


Soient « la longitude du nœud de l'orbite du corps m sur le plan 
des æ, y; à l'inclinaison de l’orbite sur ce plan, et g la distance angu- 
laire du périhélie à la ligne des nœuds. 

Par le centre du At menons dans le plan de orhe deux axes 
rectangulaires, dont lun passe par le périhélie, et désignons par X, Y 
les coordonnées du corps m,, situé sur l'orbite, par rapport à ces deux 
axes. Alors, en appliquant les formules du n°2 de la Section IV, et dé- 
signant par ® la distance angulaire de la planète m au périhélie, puis 
par p, p', p” les cosinus de l'angle de l’axe des X avec ceux dés æ, y, z, 
et par q, g', q” les cosinus de l’angle de l’axe des Y avec les mêmes 
axes, on aura, en comptant la longitude x à partir de laxe des æ, 


g= pR qY =n(p cos® -+q sin®), 
y= P' X + q'Y = n(p'cos® +q'sind), 
zı = p"X + q” Y= n (p"cos® + gq”sin®), 


avec Maa 
= — cosi sing sin g + COSæ COS, 
y = — cosi sing cosg — cosa sing, 
p'=  cosicosæsing + sina cosg, 
t=  cosicosæcosg—sinæsing, 
p'= sinising, 
q"= sinicosg. 


L’anomalie ®, d’après les formules du mouvement elliptique, a pour 
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développement 


D=n(s+s)+aesinn(s+ 5) + esinan(t + +) 4... 


qu'on peut écrire, pour abréger, 


(b) D=ntt+r)+L, 


et l’on aura 
sin® — sinnit+7)cosL + cosn(t + +)sinL, 


cos® = cosn {t +7) cosL — sinn(t++)sinL, 


sinL et cosL pouvant être développés suivant les puissances de e. 
Représentons par lès mêmes lettres que pour le corps m, les quan- 
tités relatives au corps »2,, mais affectées de l'indice 1. Nous aurons 


Ra HJH z= nn  (ppi+p'pi+p'pi)cos® cosh, 
+(pq + p'4,+ pq") cos® sin ®, 
+ (pq + piq'+ pig") cos®, sing ` 
+ (qq + g'g,+ gg) sin® sind]. 
Posons 
Tia = (ppi + p'p,+ p'p\) cosn (t + +) cosni(t + ri) 

+ (pq + p'ai+ pq") cosn (t4 +) sinn (t +.) 

+ (pg+piq'+ pig") cosni (t +7) sinn (4 + z) 

+ (qq + g'a+ gg) sinn (t 4-7) sinni (t +); 


— Ma 


, renfermée dans Q, contient 


supposons a, > a; l'expression de 
cette première partie 


ria 


L 
2 


24 a 
— mar (1 eut z) , 
1 ( 


` que je désigne par @. Si l'on fait, d’après les formules (a) et (b), 


n=ali+u), rn = a(r tu), 


P—n(t+r)+L, D=n(t+r)+L,, 
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on aura 
Ma dO 
re = 0 + au g hate 
dO dO 
tord 
uw tO tO -aw PO 
E CANT ra da? 
L dO dO L? d'O 
a ee E a 
2 n’dr nn, dr d7, 2 ndr} 


© pourra être développé en série convergente dont tous les termes sont 
de la forme | 


(æ) A cos(Nt = l), 
A, l étant constants et N de la forme 
in -+ i ni, 


dans laquelle č, ¿, sont des nombres entiers; les dérivées de © peuvent 
être développées de la même manière; enfin on en peut dire autant 


de u?, uu,, u?, L?, LL,, L?. Done la quantité == 


peut être dévelop- 


lia 

pée en une série dont tous les termes sont de la forme (x). 

Mi( Li Li + Vi Va + Zi Z2) 
rs 

loppé en une série de termes de la forme (x); donc tous les termes de Q 

sont de cette forme. 


peut aussi être déve- 


On voit aisément que 


Sur la variation du grand axe de l'orbite d'une planète. 


20. Les actions mutuelles des planètes font varier les éléments de 
eur mouvement elliptique, et les variations de ces éléments se com- 
posent de différents termes qu'on distingue en inégalités périodiques et 
en inégalités séculaires. Ces dernières inégalités altèrent peu à peu les : 
figures des orbites et leurs positions et peuvent être considérées pen- 
dant plusieurs siècles comme proportionnelles au temps. 

Pour déterminer les variations séculaires, il faut prendre dans Q les 
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termes non périodiques, c’est-à-dire les termes (x) du numéro précé- 
dent, pour lesquels N et, par suite, č, à, sont nuls, et substituer cette 
partie de Q à la place de cette fonction même dans les formules de per- 
turbation du n° 16. 

La constante + n'entre dans le terme 


A cós(Nt + /) 


que parce qu’elle est ajoutée à # dans la partie inż de l'argument; + dis- 
parait donc des termes constants. Or nous avons, d’après le n° 16, 


da 2&@ dQ 


dr A At. 
et, si l’on met à la place de Q les termes constants de cette fonction, le 
second membre s’annule; donc le grand axe n’est assujetti à aucune 
inégalité séculaire. 

En première approximation, on considère dans les seconds membres 
des formules de perturbation les éléments des orbites des planètes 
comme constants; mais, pour passer à une seconde approximation, on 
a ensuite égard aux variations de ces éléments, et l’on introduit ainsi 
dans Q des termes qui sont du second degré par rapport aux masses 
perturbatrices. Dans une troisième approximation, on aurait égard 
aux termes du troisième degré par rapport aux masses; mais on pousse 
rarement l'approximation jusqu'aux termes du second ordre, et à plus 
forte raison on néglige les termes du troisième ordre. 

Poisson a démontré (Journal de l’École Polytechnique, XN° cahier) 
que le grand axe de l'orbite d’une planète n’est assujetti à aucune 
inégalité séculaire, même quand on a égard aux termes de la fonction 
perturbatrice, qui sont du second ordre par rapport aux masses; dans 
le Journal de M. Borchardt (t. 80), j'ai démontré que ce théorème est 
encore vrai quand on a égard aux termes de la fonction perturbatrice 
du troisième ordre. 
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SECTION VIII. 


SUR LES PROBLÈMES DE LA DYNAMIQUE POUR LESQUELS ONT LIEU 
LES TROIS ÉQUATIONS DE LA CONSERVATION DES AIRES. 


1. Nous allons nous occuper dans cette Section des problèmes pour 
lesquels ont lieu le principe des forces vives et les trois intégrales des 
aires. Nous avons vu (Section 1, n° 13) que ces équations ont lieu toutes 
les fois que la fonction de forces et que les équations relatives aux liai- 
sons ne changent pas de forme par le mouvement des axes de coor- 
données autour de leur origine, et les liaisons satisfont évidemment à 
cette condition toutes les fois que le système n’est lié à aucun point 
situé en dehors de l’origine. On sait aussi que ces équations ont lieu 
pour le système planétaire, si l'on prend pour origine des coordonnées 
le centre de gravité qui a un mouvement rectiligne et uniforme. 

Quoique la position relative des points du système varie, on peut se 
représenter à chaque instant ce système comme s’il était solide, et les 
trois axes principaux d'inertie qui y sont relatifs et qui passent par 
l’origine des coordonnées. La considération du plan qui passe par deux 
de ces axes principaux nous conduira à différents résultats importants. 
Puis nous obtiendrons des formules de perturbation très-curieuses; 
ces formules renferment celles qui ont été données précédemment pour 
un point attiré par un centre fixe; elles fournissent aussi celles que 
Poisson a obtenues pour le mouvement d’un corps solide qui n’est sol- 
licité que par des forces perturbatrices. Et, de la sorte, j'explique, ainsi 
que je lai fait (Journal de M. Liouville, 1874), la parfaite analogie de 
deux systèmes de formules qui avaient été trouvées d’abord par des 
calculs différents. ; l 
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FORMULE QUI DONNE LA TRACE DE L'ÉQUATEUR, D'UN SYSTÈME DE POINTS 
EN MOUVEMENT, SUR LE PLAN INVARIABLE. 4 


2, Étant donné un système de points matériels, représentons-nous, à 
chaque instant, les trois axes principaux d'inertie qui y sont relatifs et 
qui passent par le point O origine des coordonnées; désignons ensuite 
sous le nom d’éguateur un plan mené par deux des trois axes prin- 
cipaux. Nous supposons que le principe des forces vives et les trois 
équations des aires ont lieu; par conséquent, il existe un plan inva- 
riable, c'est-à-dire un plan du maximum des aires qui est fixe. 

Outre un système fixe d'axes rectangulaires des X, Y, Z, qui a son 
origine au point O, imaginons un second système rectangulaire des +, 
y, z, le plan de l'équateur étant pris pour celui des x, y et l'axe des z 
étant laxe d'inertie perpendiculaire à ce plan. Quant à l'axe des x, il 
est mené d'une manière quelconque dans le plan de l'équateur. 

Désignons généralement par m la masse du point dont les coordon- 
nées sont X, Y, Z dans le premier système et æ, y, z dans le second ; 
l'axe des z étant un axe principal d'inertie, on a les deux équations 


Z2myz—=0, 2mzx=o, 


le signe sommatoire X se rapportant à toutes les masses 7z, et l’on passe 
du premier système de coordonnées au second par les formules 


X—ax +by +ez, 
Y=azx +b'y+0c!7, 


Z= aa A l'y +c"s, 


a, b,c, ... étant les cosinus des angles des axes des X, Y, Z avec ceux 
des æ, y, z. Désignons : 1° par c l'angle compris entre l'axe des X et 
la trace du plan des æ, y sur celui des X, Y; 2° par ọ l'angle de cette 
trace avec l'axe des æ; 3° par ĝ l'inclinaison du plan des æ, y sur celui 
des X, Y. Les cosinus a, b, c, ... s'expriment au moyen des trois 


angles +, 6, 4 d'après les formules du n° 2 de la Section IV, et si nous 
30 
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posons, comme dans ce numéro, 


cdb = c'db'-+ c" db” = P dt, 
i ; ade + a! dc! + a" dc” =Qdt, 
bda + b' da’ + b"da"=Rdi, 


ces trois quantités représentent les rotations instantanées de l'angle 
trièdre formé des axes des æ, y, z autour de chacun de ces axes, et 
nous avons 

P = sin ọ sin ĝĵ.o' + coso. 0', 
(1) Q = cosgsinĝ. o’ — sing. 0’, 

R= 9’+ cos0.0" 


en désignant par 9’, 0’, o’ les dérivées de +, 0, a par rapport à 4. 
Enfin, en représentant par u, ¢, w les composantes de la vitesse ab- 
solue du point æ, y, z par rapport aux axes principaux, on a 


lt di dt’ 
ose y Aane, 
dt dt dt 


dX o dY 2 
dt de rar 


3. Prenons maintenant pour plan des X, Y le plan invariable; si 
nous remarquons que l'on a 


a" = sinĝ sing, b” = sin cosg, c” = cos, 


en projetant l'axe Æ du plan invariable, qui est dirigé suivant l'axe 
des Z, sur les axes des æ, y, z, nous aurons 


Zm(yw— zv) = ksin 8 sing, 
(2) Z2m(zu — rw)— sin coso, 
Zm(xv — yu) = kcos0, 


car, par exemple, (xv — yu) dt représente l'aire, infiniment petite, 
décrite par la projection de la masse m dans le plan des æ, y et autour 
du point O pendant l'instant dt. 
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Des équations (1) on déduit 
(3) sin’ do = sing sin 9 . P dt + cososing.Q dt, 
et de la troisième équation (2), 
sin? 0 = T [A —Z2m(xv—yu)]. 


Posons 
Zm(xv—yu) = N, 


A indiquera deux fois la somme des masses multipliées par la vitesse 
aréolaire de leurs projections sur le plan de l'équateur, et l’on déduit 
de l’équation (3) la formule 


(4) av PlsinesingtOfenpené,, 


qui donne le mouvement de la trace de l'équateur sur le plan inva- 
riable. 

Nous allons donner une autre forme au numérateur de cette formule. 
Nous avons les deux équations 


Zmyz=0, 2mzx=o 


à tout instant du mouvement, et, par conséquent, en les différentiant, 


.dz RAYURES dæ dz _ 
(5) Ymy Hi +Y mz ae O Ÿmz i D = 0. 


Formons les dérivées de X, Y, Z pour les porter dans les expressions 
de u, v, w, et nous aurons facilement 


u == Qz — Ry +- Se, 

v=Rz— Pz + de, 
dz 

w= Py — Qx + T: 


30. 
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On a donc 


\ 


d 
Y myw- ze) =Y n(vr -- Qzxy Se = Ræxs + Pa — 3 di) 


3 dy syre 
=P m (: + y°) )+Ÿ m og ptet zg) — QY may ; 
on a de même 
SE EA dx dz » 
Ÿ m (zu — xw) = oy m (x? + 2°) +Ÿm(z ST zF) PY mty: 


On déduit des formules (2) 


ksin sing = AP +Ÿm oi dina 37) oX MEy, 


ksin9 coso — BQ +Y m (:£ S — g A -- PY may, 


en posant 
m (z + y?) A; xm (x? + z?) = B, 


En substituant ces expressions dans la formule (4) et en ayant égard 
aux équations (5), on a la formule 


AP: + it TRANEN -— Qr) E == — fiiio 
(6) dg = ——— hu = — kdt, 
qui détermine le mouvement de la ligne des nœuds du plan de l'équa- 
teur sur le plan invariable. 

Nous avons laissé arbitraire l'axe des æ. Si nous prenons pour axes 
des æ et des y les deux axes principaux d'inertie situés dans le plan 
de l’équateur, comme lorsqu'il s’est agi du mouvement d’un corps 
solide (Section IV, n° 2), nous aurons Xm æy = 0, et le dernier terme 
de la formule (6) s’évanouira. On peutencore simplifier davantage cette 
formule en prenant pour axe des x l'intersection du plan de l'équateur 
avec la position infiniment voisine qu’il occupe après l'instant dt, car 
alors la rotation autour de l'axe des y devient nulle; on a Q= o, par 
suile, 

de AP: + 2 ny 


di k = 
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DE L'ORDRE DU SYSTÈME DES ÉQUATIONS. 


4. Continuons à prendre les deux mêmes systèmes d'axes de coor- 
données, par conséquent, le plan invariable pour le plan fixe des X, Y 
et le plan de l’équateur pour le plan mobile des æ, y. Nous avons, pour 
l'expression de la force vive, 


2T= Em(u+v+ uw), 


et, d’après les expressions de u, v, wœ du numéro précédent, nous en 
concluons 


dT 5 dT i d'i : 
Les ‘ 2) Saa ae Y, = 
=" (yv— zv), TOR æw), iR =3m(xo— yu), 


ou, d’après les formules (2), 


i 


(a) as = k sinOsiny, 


IP = ksin coso, ~y = k cos9. 


T0: 


D'après les équations (1), on peut, aux variables P, Q, R, substituer 
0, 0' eto’, et l’on a 


FH EPS 
de ap 1 d0 ERT 


4 


IT [dT és PL LES 
d dp Jon 20 Leogg coë TR sın )e 


d' ie 


CA dT 
Ee =% coso sin + ~; cos0, 


p Sino sin 0 + JQ P 


puis, en employant les trois équations (a), on a ces trois autres 


amii aT LA RE, 
AO O N vd mar! 


qui, comme les trois premières, sont équivalentes aux équations de la 
conservation des aires. Ces trois équations remarquables ont été don- 
nées par M. Radau (Journal de M. Liouville, p. 195; 1869). 
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5. Supposons maintenant que l'on prenne pour axe des x la trace de 
l'équateur sur le plan des X, Y, en sorte que langle ọ est nul. Les po- 
sitions de tous les points du système seront déterminées par leur coor- 
données æ, y, z par rapport aux axes variables,-et par les angles 8 et c, 
qui déterminent la position de langle trièdre des axes des æ, y, z. 
On a d’ailleurs les deux équations 


(b) Zmzs= 0; Zmysz=0, 


qui permettent d'éliminer deux de ces coordonnées. 

Le système peut être assujetti à des liaisons; mais, les trois équations 
de la conservation des aires ayant lieu, nous savons que les équations 
qui expriment ces liaisons, aussi bien que la fonction de forces U, ne 
changent pas de forme par un mouvement des axes de coordonnées 
autour de l’origine. D’après cela, la fonction U et les équations des 
liaisons étant exprimées au moyen des coordonnées X, Y, Z, si l’on y 
remplace simplement les lettres X, Y, Z par les lettres æ, y, z, on 
aura une expression exacte de U et des équations équivalentes aux 
équations de condition données et, par conséquent, la fonction U et 
ces équations sont indépendantes des angles 8 et o. 

Désignons done par g,, Jz, ..., qu des coordonnées du système ma- 
tériel par rapport aux axes des æ, y, z, réduites au moindre nombre 
possible d’après ces équations de condition et les équations (b). En se 


reportant aux expressions de &, v, œ, on voit que T est une fonction 


1x dy d 
D ang; ehde P, Q, R; 


done, d’après les expressions de P, Q, R, si l'on pose, en général, 


homogène et du second degré des dérivées 


dai Ni 
de= > 
T est une fonction homogène et du second degré de g',, gs, ..., qi O 
et o’, qui renferme en outre g,, g:, ..., g, Et 0. Mais, puisque l’on a 
les deux équations 
dT dT 
PT 0, dé = 0, 


qui permettent d'éliminer @ et 9’, T peut être considéré comme fonc- 
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tion seulement de qi, gs, <<- Jus Fir Fas -++ qu et a". Posons 
CARE LS a 
dq’, = Pi dq, ; Pas 2518 dq, = Pw 
et à ces équations ajoutons 
aT _ }. 
dont 
au moyen de ces équations nous pourrons exprimer gi, a: -s Gus 0° 
en fonction de q,, qu <- -s Que Pis Pas +. Pu Et k; nous pourrons donc 


aussi obtenir T en fonction de ces quantités. Nous avons ainsi (Section I, 
n° 18) ces équations hamiltoniennes, où H = T — U, 


dio upy dt dqy 
do __dH dk EST UH 
atiEugkis lat do 


Comme H est indépendant de c et que # est constant, on a un sys- 
tème d'équations de l’ordre 2p seulement; et, après l'avoir intégré, on 
aura g au moyen de l'équation 

do dH 

dt dk? 
qui indique une quadrature ; cette équation doit revenir à l'équation (6) 
du n°3. 

L'ordre du système peut encore être abaissé de deux unités, en re- 
marquant que H = const. est une intégrale et que l'élément dz s'éli- 
mine immédiatement; l’ordre est donc 2(p — 1). 

Si le système est libre el composé de n corps, on a p = 3n — 2, 
à cause des équations (b) et l’ordre des équations est 6n — 6. Si, de 
plus, la conservation du mouvement du centre de gravité a lieu, l'ordre 
peut être abaissé à Gr — 12; ainsi, dans le problème des trois corps, 
l'ordre est égal à 6. 
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6. On peut établir l'équation 
de dH 
dt dk 


plus rapidement et sans faire aucun choix des variables, pourvu seule- 
ment que c soit une de ces variables. En effet, après avoir remarqué que 
U est la même fonction des coordonnées x, y, z que des X, Y, Z et que 
les équations de liaison s'expriment au moyen des premières coordon- 
nées comme au moyen des secondes, on observera que $ 


T= iÈm(u+v+w), 


d’après les expressions de P, Q, R, dépend de c’sans renfermer c. Ainsi 
H = T — U est indépendant de c et, en faisant 


ET ih, 


do 


puis exprimant H au moyen des variables adoptées, de leurs conju- 
guées et de #, puisque c et Æ sont conjugués, on aura, parmi les 
équations canoniques de la question, les deux suivantes : 


$ do dH dk dH 


dig de cdi nude 


Ensuite, l'équation aux différences partielles en V (Section IT, n° 11) 
ne renfermant pas c, elle est de la forme 


i UN a ANEAN. SS 
is An + KETE Wady dg RENE 


et l'on en a une solution complète en faisant 
V=W ko, 
W étant indépendant de c, et une solution complète de l'équation 


H (qr OURS T, AnaS T k) =li; 
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ainsi l’on aura pour une des intégrales finies 


dv dW 
EPIS =g ou GEI Y Ja 


g étant une constante arbitraire. 


SUR LES INTÉGRALES DES AIRES. 


7. Désignons généralement par æ;, Vi 3; les coordonnées d'un point 
dont la masse est m;, par rapport à trois axes rectangulaires et fixes, 
et par æi, Yp, z; leurs dérivées par rapport à z; nous aurons, pour les 
trois équations des aires, 


Zmi(pis, — ii) = Consta 
Zmi(zix, — xi5;) = Const., 


Zni(xiy; — Vixi) = Const., 


dont nous représenterons les premiers membres par 0,, 94, 93. On a, 


pour la force vive, 
2T=2mi (xi Hy +3); 


mæ, my, Miz; sont les variables conjuguées de x; Yi si; désignons 
par gs une quelconque des coordonnées et par p, sa conjuguée, s étant 


susceptible des valeurs 1, 2, ..., 3n si z est le nombre des points; 
enfin posons, suivant la notation habituelle, 


i=3n 


du dv du dv) 
NE a 


i= 


u, v étant deux fonctions quelconques des coordonnées et de leurs dé- 
rivées. Alors on obtient facilement les équations 


[pp] = 90 [ou 9] =p [ou pi] = 95. 


Supposons qu'il existe entre les coordonnées les r équations de con- 
dition 


(1) Jin fi=0;, Tans J= 0 
31 
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qui expriment des liaisons entre les points du système matériel, et 


posons : 
fu [foB] falf oo f= [SH]: 


les coordonnées peuvent s'exprimer au moyen de 3n — r variables seu- 
lement Q,, Q:, ..., Qan ,, et T peut s'exprimer au moyen de ces mêmes 
variables et de leurs dérivées Q,, Q,, .... 

Posons, en général, 


les fonctions w, ¢ peuvent s'exprimer au moyen des variables Q;, P;, et 
l’on peut former l'expression 


i=3n-1r 


D du dv $ du e) 
Car dP; dP; dQ?” 


i=1 
que nous représenterons en général par [u, v]'. 


Imaginons qu’on exprime les fonctions Pis Par Pa aU Moyen des va- 
riables Q;, P;, et examinons les trois expressions 


[eme], [og], [pop]. 
Désignons par 4 une fonetion quelconque des variables gi pi, et nous 
aurons, d’après une formule donnée précédemment (Section VII, n° 13), 


(2) Lp pal = [Ys pa + pui + pafi + + Marfi), 


Wais Was -.., Da, étant donnés par les 2r équations renfermées dans 
celle-ci : 


r 


(3) fo fle + La lbs + + [iof] bar = [Jo g] 
où s est susceptible des valeurs 1, 2, ..., 2r. 

Si s n'est pas plus grand que r, la fonction /; désigne le premier 
membre d'une des équations (1); elle ne dépend que des variables g; 
où Zi, Yis Zi €t l’on trouve facilement 
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Or, par hypothèse, l'équation /, — o ne doit pas changer par le mou- 
vement de rotation du système de coordonnées autour de l'axe des z, 


et il en résulte 
df: k df; a ss 
y( dy ne) PR 


on a donc, si s n’est pas plus grand que r, 


(4) Lfs ps] = 0. 


Je dis ensuite que cette équation a également lieu si s est >r. En effet, 
on a l'identité connue et facile à vérifier (Section II, n° 25) 


LUE, fe}, g3] + [es H], A] + [Lo 93], H] = 0. 


Si s est supposé n'être pas plus grand que r, on a l'équation (4); et, 
puisque p, = const. est une intégrale du problème, on a [H, o,] = 0; 
donc le deuxième et le troisième terme de l'identité sont nuls, et elle 
se réduit à 

Las gs] = 0. 


On a donc enfin l'équation (4) pour s = 1, 2, .…., 2r. 

Il résulte de là que les seconds membres des équations (3) sont nuls; 
donc on satisfera à ces équations en prenant pi, pas...» Wan toUs égaux 
à zéro, et l'équation (2) se réduit à 


Ch p= [us ga]; 


on obtient deux autres équations en remplaçant dans la dernière 9, 
par ọ, et #,. On aura, en particulier, les trois formules 


lon p] = [pop] [ps p] = lsg] [po p] = [ose]; 
et, par suite, on aura aussi les formules suivantes: 
[pn p] =g [ps ga] =g [oo] =0o, 


que Jacobi a données (Nova methodus, etc., $ 51, t. TI de ses Mémoures, 
p. 234). 


+ 
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ANALOGIE ENTRE DEUX PROBLÈMES. 


8. Désignons par gı, qs- ---» qn les coordonnées du système matériel 
réduites au moindre nombre possible, d’après les équations de condi- 
tion, et par p,, pas .…, Pn les variables conjuguées. Soit 


HŽ UiA 


l'équation des forces vives, À étant une constante arbitraire, et soient, 
comme'ci-dessus, 
Pi — By Pr = Bas 9s = 8 


les trois équations des aires, B, B,, P, étant aussi des constantes arbi- 
traires. 

D'après ce que nous avons vu à la fin du numéro précédent, on a les 
trois équations 


(1) Lonpl=qn [Po p] =p» [Po gi] = ps 
Posons E RA 
L= Voi toit gis 

nous aurons les trois équations 
(2) [H,ẹp]=0 [HL]=o [ps L]==0, 
les deux premières ayant lieu parce que 

g, = const., L= const. 
sont deux intégrales, et la troisième étant une conséquence des équa- 
tions (1). Posons les trois équations 
(3) H= gp=ß, L=k, 


où À, 6, k sont des constantes arbitraires. Par l'origine menons une 
normale au plan invariable et portons, à partir de ce point, sur cette 
droite une longueur égale à #, qui est l'axe du plan invariable ; la con- 
stante 8 désignera la projection de cet axe sur l'axe des z (Section I, 
n° 15), 
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Il y a deux problèmes qui ne dépendent que de trois variables gi, g2, 
Ja, et pour lesquels ont lieu le principe des forces vives et les équa- 
tions des aires : c'est celui d’un point attiré par un centre fixe et celui 
du mouvement, autour d'un point fixe, d'un corps solide qui n’est sol- 
licité par aucune force extérieure. On peut alors tirer pi, pas ps des 
équations (3) en fonction de qu g2, gs, et, si l’on pose 


V = f{p, dq, + p: dq + ps dg;), 


d'après un théorème connu (Section 11, n° 19), les intégrales finies 


seront 
av dv dv 


dh =t -+T, dB = Us ak = y 


7, l, L étant trois nouvelles constantes arbitraires. 

Il est intéressant de montrer que ces deux problèmes peuvent être 
traités suivant la même marche de calcul; mais, pour le second pro- 
blème, qui se rapporte au mouvement d’un corps solide autour d’un 
point fixe, on serait conduit par cette marche à des opérations beau- 
coup plus compliquées que ne le nécessite la question en elle-même. 


SUR DES RELATIONS EXISTANT ENTRE SIX ÉLÉMENTS DÈS INTÉGRALES. 


9. Supposons ensuite que le problème de Dynamique dépende de 
plus de trois variables. On peut aux trois intégrales (3) ajouter n — 3 
autres intégrales, de manière à former le système d'équations 


(4) H lt Hi ls H= h; esey Herel 


résolues par rapport aux constantes arbitraires et satisfaisant aux 
nin — i DQ 4 
Abe 1) conditions renfermées dans la formule 

[Hi H,] = 0, 


où d, s désignent deux quelconques des nombres o, 1, 2,..., n— 1. 
La première intégrale est celle des forces vives, la deuxième l'équation 
des aires pour le plan des æ, y, en sorte que la constante 2, est égale 
à B. la troisième l'équation L = #, en sorte que A, est égal à #, Alors, 
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si l’on tire des z équations (4) les quantités p,, Pas ..., p, en fonc- 
tion de gi, Jz, ..., qn et qu’on les substitue dans l'expression 
V = J(P: dq, —- p: dq: +... .—+ Pr dqa), 
on aura les intégrales finies 


dV dV dV dv 
(5) FI STET dh, AT dh, -== lı, ET dh, 7 = ler 


et les quantités 


(6) h, h, —— B, la => k, …. NaS , 


ETS b; k, Nosa A 


forment un système d'éléments canoniques, c’est-à-dire satisfaisant 
aux équations 


LEO SN KA EC LOT A CE LA EE 


i, s étant susceptibles des valeurs o, 1, 2, ..., n —1, mais différents 
entre eux (Section II, n° 22). Ainsi l’on aura en particulier 


[4,68]=0, [h,k]=o, [ß,k]=0, 
ce qui n’est autre chose que les équations (2), et ensuite 
[mtl=r, [B] hr] 


Prouvons ensuite que l'élément /, peut être supposé égal à &, æ étant 
la longitude du nœud du plan invariable sur le plan fixe des +, y. Pour 
cela, établissons les équations 


(7) Aoa ERAS 4 EE LA Sr 
Supposons l’axe des x mené suivant l'origine des longitudes et l'axe 
des y suivant la longitude z; désignons par y linclinaison du plan 
invariable sur celui des æ, y, nous aurons 

B= k sinysing,  ĝ@: = — k siny cosa 


et, par suite, 
2 Bi dB pr dpi, 


! 
t cs tie a 2i ih 
anga Ea da Br + 6: 
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il en résulte 


[A, «] = [h B]=0; 


B: +6: P: T [h, 8 B:] — Tes TE LE: 
car on a. [k, B,] = o, [k, B,] — 0, de même qu'on a [4,6] = o. 
2° Ona. 
pee at 
[p,a] = g LE B3 T6, B:] — piy [B, Bi]; 
or, d'après les équations (1), 


[B, B:] = — fi, [B, Bi] -= CHE 
(8 a] = — 


il en résulte 


3° Ona 
Da re (BL = BU BD: 


or, de même qu'on a [k, 8] = o, on a aussi [k, 6,] = o, [4,B;] = 0; 


donc 
[k, a] — 0. 


4° Enfin, puisque l’on a [r, £] = o, quel que soit d’ailleurs le choix 
que l'on ait fait des variables g;, pi, on a de même 


[r B]—0, [rs Br] = 0; 
Bı 


et, comme on a tang = — B, il en résultera 
2 


[r, &]= 0. 


Ainsi, toutes les équations (7) sont démontrées; or elles reviennent, 
comme on sait (Section VII, n° 9), aux suivantes : 


dx du da da 
Pt AR ROSE 


= 0; 


on à donc 
a= l -} fonct. (his ls, e.g NAS A LAS FEILE | UES 


la fonction du second membre est arbitraire; on peut la prendre égale 
à zéro, et alors on a l = «. 
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10. Je vais maintenant démontrer que l'élément Z, du système (6) 
d'éléments canoniques peut être pris égal à la constante — g, qui s'ajoute 
à langle c obtenu par une dre (n° 4). 

Imaginons une sphère dont le centre soit à l’origine des coordonnées; 
elle est coupée par le plan des w, y suivant le gr and cercle DB, par le 
plan invariable suivant le grand cercle CA ; enfin, par l'équateur sui- 
vant le grand cercle AB (fig. 4). 


Convenons de compter l'arc o à partir du point C, alors on aura 
CA = g; si D est le point à partir daquel on compte les longitudes, on 
a DC— «. Désignons l'arc CB par y; enfin, sur le grand cercle CA, 
prenons, à partir du point C, CP égal à g. 

L’angle aigu ACB représente l’inclinaison y; supposons les longitudes 
comptées positivement de C vers B, alors sur la figure « est positif. 
Comptons positivement les arcs sur le grand cercle CA dans le sens de la 
flèche; alors, en ayant égard au signe, il faudra faire CP = — g, g étant 
négatif, et l'on aura 

PA = © — g. 

Supposons que le plan des æ, y tourne autour de la ligne des nœuds, 
jusqu’à ce qu’il vienne coïncider avec le plan invariable; à la limite, 
l’inclinaison y sera nulle et £ = Æcosy deviendra égal à #; l'arc CB 
ou y deviendra égal à CA ou c, et, si l'on suppose qu’à la limite PC 
est égal à DC, ce qui est permis, on aura aussi à la limite g = — «; 
or ĝ, « sont constamment deux éléments conjugués : donc $, — g sont 
également deux éléments conjugués à la limite; par conséquent, lélé- 
ment l, du tableau (6) peut être pris égal à — g, pour cette limite. 

Ainsi l’on a 4 = — g, quand le plan des æ, y est venu coïncider avec 
le plan invariable, et je dis maintenant que l, peut être pris égal à — g, 
quelle que soit la position du plan des æ, y mené par l’origine. 

Les éléments k;, l} du tableau (6) forment un système d'éléments 
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canoniques, dont les six premiers sont 


NN = DS UE NS 


TS Er, ? A 


Désignons par k;, l ce que deviennent les éléments 4;, 4, quand le 
plan des æ, y, après avoir tourné autour de la ligne des nœuds, vient à 
coincider avec le plan invariable; nous aurons 


PR AMEE T, 
lazet l,=— g» 


les éléments 4; , l; s'étant confondus avec X!,, lz. 

Les deux quantités 8, œ sont suffisantes pour déterminer la position 
du plan invariable, qui passe par l’origine, par rapport aux axes de 
coordonnées. Donc on peut regarder As, L, ha, ls, ... comme indépen- 
dants de la position du plan invariable par rapport à ces axes, et, par 
suite, lorsque le plan des æ, y, après avoir tourné autour de la ligne 
des nœuds, aura coïncidé avec le plan invariable, on peut supposer 
que As, la, hs, la, ... restent les mêmes ou qu’on a 


PEETA E re) E 
EERO EME, 
donc, réciproquement, si l’on a d’abord calculé les éléments 4%, l'3, 
hgs lgs: on pourra les prendre pour les éléments As, la, Ass lss ..…, 
et, en particulier, puisque l’on a l, = — g, on a également l =— g. 

On peut arriver plus rapidement à ce résultat de la manière sui- 
vante : 

Continuons à désigner par c l'arc CA, et représentons par g, l'are PA 
qui a été désigné par ç au n° 6; on a, d’après ce numéro, pour une 
des intégrales du problème, 


VER à dW sir 


PTE ou A AoE É; 


— E étant la constante qui s'ajoute à g, ; cetle équation représentera la 
troisième des intégrales (5); on a donc Z = E. 
Or on peut supposer que c, — E représente l’are AC; il suffira, pour 
32 
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cela, d'ajouter à W une constante convenable qui renferme k en fac- 
teur, ce qui est permis; alors E sera égal à PC = — g; on aura donc 
bien %4 = — g. 


11. On a donc, enfin, le théorème suivant : 


Supposons un problème de Dynamique pour lequel le principe des forces 
vives et les trois intégrales des aires aient lieu. Désignons par h la con- 
stante du principe des forces vives, par k la grandeur de l'axe du plan 
invariable, par « la longitude de la trace C du plan invariable sur un 
plan fixe, par ß la projection de & sur la normale à ce plan fixe, par zt 
la constante qui s'ajoute au temps t par l'intégration, enfin par g la 
distance angulaire du nœud C à un point fixe du grand cercle déterminé 
par le plan invariable sur la sphère dont le centre est à l'origine. Alors 
les six quantités 

h, * "6, k, 


t3 +a, my 


forment trois couples d'éléments canoniques conjugués, c'est-à-dire qu'ils 
satisfont aux quinze équations suivantes : 


RIT; [B, — a] =m VIE 
PB 0; RÉAL [h, k]=0, [h, g]=o, 
[r Él=o, (ral, fr f=o, [i gl=o, 
185 k}= 0; 18; g]=0,0 [e,F]=0;, eg] 0 


SUR DES FORMULES DE PERTURBATION. 


12. Supposons que l’on soit parvenu à intégrer les équations diffé- 
rentielles d'un problème de Mécanique, dans lequel ont lieu le principe 
des forces vives et les trois intégrales des aires. Concevons ensuite 
que l’on ajoute aux forces de ce problème des forces perturbatrices: 
désignons par + Q la fonction perturbatrice; alors on passe des équa- 
tions différentielles canoniques du problème précédent, 


LC TRE ARE CARRE RO 
dt ap HAITI dp: ; 
T STR PA Rp 


TOUT dg T dq: 
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à celles du problème actuel, en y changeant U en U — Q ou H en H+ Q; 
Q est une fonction des quantités g;, pi, et, en remplaçant les g;, p; par 
leurs valeurs résultant des intégrations, on aura Q exprimé au moyen 
de ż et des constantes 


1} es RARE EE ENS (ie 
(o) | 
CV CFTC ETES DOI Ts PR 


Dans le second problème, on conserve la même forme aux expres- 
sions des g;, p; que dans le premier, mais les constantes (1) qui y sont 
renfermées sont alors considérées comme des éléments variables, et, 
d’après un théorème connu (Section VIT, n° 8), ces éléments satisfont 
à un système d'équations différentielles canoniques, dont je ne marque 
que les six premières 


dh- d0-#drhamdQ 
AR dr ARR 
dB dO. dx dQ 
(2) des duo das di) 
| A ENE O E OANA 
EEEE EEEE dE. 
Ces six équations ne permettent pas, en général, de déterminer les six 
quantités 
| ia 6; k, 
(3) T, +48, — 8, 


parce que Q renferme, -outre ces quantités, encore Gr — 6 éléments 
variables 


hs, hs, …. PES 
(4) | l; li; 


-9 uiz . 


Toutefois, si toutes ces quantités varient très-lentement, on pourra cal- 
culer les éléments (3) avec une grande approximation, pendant un 
temps assez considérable, à l’aide de quadratures. 

On n’a plus que les six éléments (3) dans le cas d’un point attiré 
par un centre fixe et dans celui d’un corps solide qui tourne autour d’un 
point fixe et qui n’est sollicité que par des forces perturbatrices; ils 
sont, par conséquent, complétement déterminés dans ces deux cas par 


les équations (2). Pour le premier problème, le plan invariable devient 
32. 
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celui de l'orbite, et l’on retrouve les formules de perturbation qui ont 
été obtenues (Section VII, n°15); la quantité g, il est vrai, peut pa- 
raitre avoir une autre signification, mais nous reviendrons plus loin 
sur la signification de cette quantité. Pour le second problème, ces 
formules de perturbation reviennent à celles que Poisson a données 
(Journal de l École Polytechnique, XV" cahier, p. 336). 

Il n’est pas indispensable que les 6z — 6 constantes qu'il faut ajouter 
aux six constantes (3), pour obtenir toutes les constantes arbitraires 
des intégrales, forment un système d'éléments canoniques; il suffit évi- 
demment, pour appliquer les équations (2), que Q soit exprimé au 
moyen des six éléments (3) et de 6n — 6 autres éléments qui soient 
fonctions des éléments (4), sans être fonctions des éléments (3). En 
désignant donc par s un quelconque de ces nouveaux éléments, il 
devra satisfaire à ces six équations 


SO = OAO Se S EIEEE AAE A A A 


car ces équations (Section VIT, n° 9) reviennent aux suivantes : 


ds ds ds ds ds ds 


ral ET O P a 0, do = 0; dg O o 

13. L'élément z ne se trouve dans Q que par # +7, et, sans que l’on 

soit obligé à aucune attention pour la détermination des constantes, 

elles seront indépendantes de +, de sorte que l’on aura la première 
des équations (2) 

dh dQ 

UG T mdr 


(5) , 
quel que soit le choix que l’on ait fait des éléments, outre Å et r. 

Si l'on examine le mouvement du système par rapport au plan inya- 
viable, les 272 — 2 constantes que l’on obtiendra par les intégrations 
seront indépendantes de ĝ, &; on en peut encore conclure la deuxième 
ligne des formules (2) 


(6 do dQ da; dQ 
) dt da TRUE dB? 


sans être obligé de choisir les autres éléments. 
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Si l’on introduit, selon:ce qui a été dit au n° 10, c parmi les variables 
du problème où la fonction de forces est U seulement, & s'obtient, après 
toutes les autres variables, au moyen d’une quadrature, et g est la con- 
stante ajoutée à cette quadrature. Il est donc évident que toutes les 
constantes obtenues dans les intégrations qui ont précédé sont indé- 


pendantes de g, et l'on aura la cinquième des équations (2) 


: dk _ dQ 
7) dt dg ? 


pour déterminer la variation de k dans la perturbation du système. 

Pour indiquer une application des formules précédentes, supposons, 
par exemple, qu’un corps, en s’approchant de notre système planétaire, 
vienne à le troubler; alors on prendra pour origine des coordonnées 
le centre de gravité du système dont le mouvement est rectiligne et 
uniforme, et l’on sait que le principe des forces vives et les trois inté- 
grales des aires auront lieu (Section I, n° 1#). Les formules (6) et (7) 
permettront de calculer le déplacement du plan invariable. En effet, au 
moyen de ces formules, on peut calculer la variation de la longitude g 
du plan invariable et les variations de # et ĝ; par suite, on peut cal- 
culer aussi la variation de l’inclinaison y du plan invariable donnée par 
la formule 


cosy = pi 
A 
14. Calculons la rotation élémentaire du plan invariable autour de 
son axe, que nous désignerons par dg’. Si le nœud du plan invariable 
sur le plan fixe était immobile, on aurait évidemment dg'= dg; 
mais, ce nœud étant mobile, on peut considérer, dans le problème du 


Fig. 5. 
JE 
e En SE 
2 M: 
D. P 7 Lg 
SR ec GT pr 
AC 
> B 
ES 
e 
L 


mouvement troublé, le plan invariable comme ayant, dans l'instant dt, 
un premier mouvement de rotation autour de son intersection avec sa 
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position infiniment voisine et un second mouvement autour de l'axe de 
ce plan, que nous avons désigné par dg’. 

Ainsi, soit L (fig. 5) l'intersection du cercle Cm qui représente le 
plan invariable et de (7, la position de ce cercle après l'instant dt, 
et soit DC le grand cercle sur lequel sont comptées les longitudes; sup- 
posons que le point m du cercle Cm, par suite de la rotation dg’, soit 
venu en m,. Nous aurons 

dg'= Lm, — Lm, 
dg = Cim— Cm, 
dacosy= LC, — LC; 


et, par suite, 
dg' = dg + cosy da. 


D'après les équations (2), on a 


on en conclut donc, pour la vitesse angulaire du plan invariable autour 
de son axe, due à la perturbation, 
dg' dQ dQ. 
AE a te LD 
15. Revenons au problème d'un corps attiré par un centre fixe; le 
plan invariable devient celui de l'orbite, l’équateur un plan quelconque, 
passant par le rayon vecteur mené du corps au centre fixe; la quantité 
que j'ai désignée (n° 10) par c représente langle compris entre la ligne 
des nœuds et le rayon vecteur; g est la distance angulaire au nœud 
d’un point fixe quelconque de l'orbite, lequel est ensuite censé se mou- 
voir en vertu de la perturbation. Mais je dis que l’on peut aussi prendre 
pour g la distance angulaire du périhélie à la ligne des nœuds et que 
les éléments troublés seront encore fournis par les équations (2). 
Faisons, pour ce problème, le calcul indiqué au n° 8, avec la sim- 
plification qui résulté de la supposition que les coordonnées se rap- 
portent au plan de l'orbite, ce qui les réduit à deux seulement. 
Formons les deux équations de ce numéro 


=," LS 
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en désignant par r le rayon vecteur mené du centre au corps, et prenant 
la masse du corps égale à l’unité, nous trouverons facilement qu'elles 
se réduisent aux deux suivantes : 


En représentant par 7” et g' les dérivées de r°et c par rapport à #, on a 


dT 5 dT i 
P= T" h= TTC 


et ces deux équations deviennent 
1 
pi + api =2U0 + 2h, p= h; 


l'expression V = f (p, dg, + padqa) devient 


V= io + f >U + at= dr, 


p étant une constante, et l’on aura les deux intégrales finies 


a) ay isi RAES 
( dh — AR GTA 


qui peuvent s'écrire 


fs K rdr 
Te Se i ia) 
ve V2Ur- 2u — i? 


b 
(5) aan 9 ks ltdr 
UP J, rfaür+ohr te 


v 


Si, au lieu de prendre pour p une valeur constante déterminée et indé- 
pendante de %, k, on prend pour p la valeur minimum de r, laquelle 
satisfait à l'équation 


(c) QU + 2h — E 


où U est fonction de r, les deux équations (a) se confondront encore 
avec les équations (b). En effet, quand on prend pour p une quantité 
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dépendant de 2, k, les seconds membres des équations (b) doivent, en 
général, être augmentés de nouveaux termes; mais ces termes ont pour 


facteur 
h? 
VA 2h ——) 
p 


U, étant le résultat de la substitution de p à la place de r dans U, et, 
par conséquent, ils s’annulent si p est racine de l'équation (c). 
En faisant r = p dans les deux équations (b), on a 


c'est-à-dire que g représente la distance angulaire du périhélie au nœud 
et — t le temps du passage du corps au périhélie. 

Nous voyons donc que les intégrales sont exactement les mêmes 
quand on prend pour g la distance angulaire du nœud, ou à un point 
fixe du plan de l'orbite ou au périhélie. Il est évident qu’il en sera de 
même pour un système plus général de coordonnées où l’on aura trois 
intégrales 


l ANE a A S CAE 
(a) ARR Paseo us 58 


au lieu de deux seulement. 

Done, enfin, les six équations canoniques (2) du n° 12, relatives au 
mouvement troublé, qui se déduisent des trois équations (d), subsistent 
encore, en prenant pour g la distance du nœud au péribélie, et pour 
— z le temps du passage du corps à ce point. Ainsi l’on voit que le 
périhélie a le même mouvement angulaire qu’un point du plan de l'or- 
bite, regardé comme fixe dans le mouvement non troublé. 


SUR LES FORMULES DE PERTURBATION RELATIVES A UN SYSTÈME DE POINTS 
POUR LEQUEL ONT LIEU LE PRINCIPE DES FORCES VIVES ET UNE INTÉGRALE 


DES AIRES. 


16. Supposons un système de points pour lequel l'équation des forces 
vives 
H— A 


soit applicable, ainsi que l'équation des aires par rapport à un plan 
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que nous choisissons pour plan des æ, y. Soit 


Hi 
cette seconde équation. 
. Nous avons examiné ce système de points (Section II, n° 27), et, 
adoptant des coordonnées polaires, nous avons posé 


% La T COSO = SIN 0, 


en désignant par 0,, 0,, ..., 9, ce que devient 0 pour chaque point 
matériel; nous avons vu alors que, si l’on substitue aux variables 6,, 
02, .…, 0, les variables 


Yh—=0%—0,, J: = 3 — 0,, .., Yi = 65 — 0; el 8, 


la variable 9, n’entrera pas dans H, qui contiendra seulement sa dé- 


rivée 0!, et que 
dT 


= = const —/ 
dB : 


représente l'intégrale des aires. 

Si nous formons l'équation aux différences partielles en V, après 
avoir réduit les variables au moindre nombre possible au moyen des 
équations de condition, nous aurons une équation 


dy dV- dN: 
B(g que to gp dp da) = 


qui ne renferme pas la variable ĝ,, et l’on pourra prendre pour solution 
complète 
V=W + lib, 
W étant une fonction indépendante de 0.. 
Donc, parmi les intégrales du mouvement, on a les deux équations 


ARTA NE chat 
z et / étant deux constantes arbitraires, et ces deux équations peuvent 
s'écrire 
dW dW . 
(a) ARS F1 ANA 
33 
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done 9, n'entre dans les intégrales du mouvement qu'ajouté à la con- 
stante — Z. ; 

Si l’on suppose ensuite que la fonction H soit changée en H + Q, on 
aura parmi les formules de perturbation les quatre suivantes : 


dh: z; + dQ: dr :: 49 
dis beun dt 4h" 
dh dQ ‘dl _ dQ 
di dl a aN 


h, étant le double de la vitesse aréolaire autour de l'axe des z, et — /, 
comme nous avons dit, la constante qui s'ajoute à 8s. 

Dans le cas du pendule simple, le nombre des coordonnées se réduit 
à deux, qui sont l'angle du pendule avec la verticale et l'angle que fait 
le plan vertical qui passe par le pendule avec un plan vertical fixe; le 
dernier de ces deux angles se substitue ici à langle 9,. Donc les quatre 
dernières formules suffisent pour déterminer les perturbations du pen- 
dule simple. 


Sur le mouvement du pendule simple dans l'air. 


17. D'après les notations adoptées dans la théorie du pendule simple 
(Section IIT, n° 9), nous devons faire A, = D, Z= E dans le numéro 
précédent, et nous avons pour les formules de perturbation du pendule 


simple 
Anae -aN dz dQ 


ASE dr dl 
je dD _ d2 dE_ d 
r O TE 


Nous voulons calculer les variations des quantités À, 7, D, E, prove- 
nant de la résistance de l'air. Alors la fonction perturbatrice Q n'existe 
réellement plus; mais nous considérons une expression différentielle 
que nous représentons par ðQ, dans laquelle nous prendrons les coefli- 
cients de d4, òt, dD, dE comme des dérivées de Q, pour former les 
équations précédentes (Section VII, n° 5). D'après ce que nous avons 
vu, nous devons poser 


— òQ = Xôx + Yôy + Zôs, 
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X, Y, Z étant les composantes de la résistance; cette résistance agit en 
sens contraire du chemin parcouru par la masse du pendule; comme 
elle s’annule en même temps que la vitesse ¢ de cette masse, il est na- 
turel de la supposer de la forme àg + p.o”, À et p étant des constantes, 
lorsque la vitesse v n’est pas considérable. Done, en désignant par ds 
l'élément de la trajectoire, on aura 


pese | PT EN Le dy SA dz y 
— dQ = (Av + pv!) G Dore Er me): 


læ dy dE 
0="NE LE De Onde ds). 
ðQ = (à + uv) AETA TEET àz) 
Or on a 
æ =rsinpcosg, y= rsințsing, z= rcosț, 


et l’on en conclut, par une transformation facile, 
(2) òQ = (A+ uv) (r 4104 +17 singo" dy), 


les accents indiquant les dérivées des quantités par rapport à ż. 

Au reste, celte transformation peut se faire d’après une formule. gé- 
nérale qu’il est bon d'indiquer. Soient gi, ga, qa les nouvelles variables 
que l’on substitue à æ, y, z3; æ, y, z sont des fonctions de gis ga, qs, 
et, en les différentiant, nous aurons 


dx = A dq: +- Bdq: + Cdy;, 
dy = A'dq, + B'dg; + C'dg;, 
dz = A"dq; + B'dg:+ C'dqs. 


Remplaçons dans ces formules d par ð, puis formons la quantité 
dx dx + dydy + dzðz; elle sera de la forme suivante : 


3) dx dx + dy dy + dzðz = Ldq:dq, + M(dqı ðq: +- dg:0q;) 
(8) l + N(dqiðqs + dqsdqi) +... 


On peut dans cette formule remplacer ò par d, et l’on a cette autre 
équation 


da? + dy? + dz? = Ldqi + 2Mdgq;dq: + 2Ndq; dg: + ... 
33, 
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Le premier membre est égal à 2T d°, T étant la demi-force vive; on a 
donc 
dT 
Ldq, + M dg; -+ Ndq; = dj, dt, 
! 


Ti» Ta» GA étant les dérivées de q, ga, qs par rapport à z. On obtient 
ainsi le coefficient de dg, dans le second membre de (3), et l’on en 
conclut 


dx x + dy y + ds ès = (7 A 


7 Òq, + = re dE èg) dt. 
dq dq 


Si nous revenons au ne simple, nous avons 
pn D (sim. o” p”), 


el nous retrouvons la formule (2). 


18. Pour continuer les calculs, supposons les oscillations très-petites. 
Nous avons trouvé (Section II, n° 12 et 13), en posant 


VEU+5=6, 


p= f’ costo + f? sino, 


les formules 


sing Cosg 


ọ—E=arc tang ($ langs) + se foam le A f’ coso + f? sinte 


24 


En différentiant y et ọ par Sapport aux constantes devenues va- 
riables, et négligeant dans la seconde équation les termes du second 
ordre par rapport à fet fi, nous aurons 

pòp = ff costo + fidfi sints + (fè — f’) VE sing coscûr, 
= 

9) 

J ji Jig op - SİNG COSG. 


Ee E f’ coso +f? sic 


On en déduit, d’après la formule (2), 


[so (+ pv) PE | raprose+ -fiðfisin?’c +- VA fè- J’) sina cosøò:| 


| RE Sf fèf | 
| + (A+ uv) rsin y.o (exe Coste cr fe sine sing cos a 


(4) 
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Les quatre équations (1) peuvent être remplacées par la suivante : 


(5) ur dP ag u ae 


e òD B0: 


Or les quantités 


a= neos S 1) b= nefha rh), —C—= 0 


étant racines de l'équation 


(Section II, n° 10), on a 
| 14 fe l 
(6) rhi- EE) = 25 
on a aussi, d’après le n° 13 de la même Section, 
D = Vg ffi- 
En différentiant ces deux équations, on a 
dh=gr(fdf+fidf), dD =yg r (fdf+fdf). 


On peut donc mettre l'équation (5) sous cette forme 


3 / 


Le (rien M ver (Mr) 


dit 


(7) ; 
Le er SAS + Er : a 0 


Exprimons òQ au moyen de c seulement. 
D'après l'équation de la force vive, nous avons 


re Zyn pg") = greosÿ + h, 
e= gryp (gr h); 
or, d'après l'équation (6), on a 


a (gr +h) = gf +f?) 
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et il en résulte 
( = — gr | f? cos?o + pea tgn JSE fe) 


(a) | v=fi Vgr ee pa 


D'après l'équation des aires, on a 


(b) o pe= ByE. 
De l'équation (a) on déduit 
r(t pg) = gf? — grif? =f’) simo, 
ga p EES = Ei peno 


et en ayant égard à l'équation (b), puis simplifiant et extrayant les 
racines carrées des deux membres, on obtient 


7 , _, /g (fè — f’) sino coso ; 
A V= VERRE 


D'après les équations (a), (b), (c), si l'on pose 


= azpi Ls a Lime 


A= (Atuf cas (fè— f:)sinccosc 


f'+(f}—f;)sin oc 
B = (à + p fiy gr A) Vers ff, 


on aura, au lieu de l'équation (4), 


00 — A (rcossèr+f sin’c òf, +- VEU — f’) sinc coso à) 


ff 
+ (fe — S')sine 


+ B (òE sina cosa). 


Si nous égalons ensuite les coefficients des variations òt, dE, ò/, d/,, 
pris dans chaque membre de l'équation (7), nous obtenons les quatre 
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équations suivantes : 


sia n ES À (fè —f?)sinceose, 


dt LEE + à 
gr j 
ae 1 DB 
PR Vide + 4? 
gr 
t Bf sing coso 
pa T: + È = RASC a arana VATES 


__Bfsinscoss 


GIE = A fisin’o + Fe — fi sie 


Résolvons ces quatre équations par rapport aux dérivées de f, fi, + 
et E; puis remplaçons A et B par leurs valeurs, et nous trouverons 


facilement 


a = (1+uf VEA |A Eu) f°+ SEURAT sin?z +) 
d sin°ç cos g Mè 
T- Orenga S RA ea ar n nee 


Æ - ef sine cos 7 (à+ pfi vga), 
t- Der sing cosc (à + u fi VgrA). 


Regardons ż ou 
pa VE (t+?) 


comme seul variable dans les seconds membres de ces formules, et elles 
permettront de déterminer /, fi, B, zà l’aide de quadratures. Les deux 
premières formules exigent l'emploi des intégrales elliptiques, mais 


les deux autres donnent 


SEEL PUR SE M n 
ERES ns K LT Dh ren D Li 
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19. Le calcul de fet f déterminera les variations des demi-axes de 
l'ellipse décrite par l'extrémité du pendule. Pour ¿= — 7, on a ọ = E, 
Y = f; ce qui correspond au petit axe de l’ellipse; donc la formule qui 
donne E exprime la variation de l’azimut de cet axe; mais on doit re- 
marquer que, pour c = z, la quantité E est nulle comme pour c= o0; 
ainsi, après avoir tourné de deux angles droits, le plan vertical du 
pendule occupe la même position que s’il n’y avait pas de perturbations. 

On voit done qu’une oscillation s’accomplit quand © — E s’accroit 
de z; d’après l'équation 

ọ — E = arc tang ($ lang) , 


c s'accroît aussi de x; d’ailleurs + reste le même ; il en résulte, d’après 
la formule 


S Š r A $ 5 
que la durée d’une oscillation est x VA comme s’il n'y avait pas de 
D 


perturbation. En ajoutant le terme complémentaire trouvé (Section I, 


n° 12), on a =: 
Dee Fa fe 
aT=z\/ž (i4 ee) 


pour la durée des oscillations du pendule qui se meut dans l'air aussi 
bien que dans le vide. 


20. Le problème se simplifie beaucoup dans le cas où le pendule 
oscille dans un plan vertical. On a alors 
b=fsins, ọ=0, 
et, en désignant par la caractéristique d les accroissements provenant 
de la variation des constantes, on a 


La tar RTS ur a, [sin3c F \ 
op fe iyisin) i (+ 3sina ` 


4 
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on en conclut 


— 2 ý 
òy = — si sing. — IVE cosg + HU (cos2c + 2c0sc), 


et l’on obtient, enfin, 


ag 
PERS | À r 
V=fe ? (sins— 21/7 coso )+ arf (osaa + 200$) 
5 


pour la formule qui exprime le mouvement du pendule, en y faisant 
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me npa 


SECTION IX. 


SUR LE MOUVEMENT DES PROJECTILES. 


DE LA NATURE DE LA RÉSISTANCE ÉPROUVÉE DANS L'AIR PAR UN PROJECTILE. 


1. Suivant Newton, la résistance sur un élément plan, qui s'avance 
dans la direction de la normale à cet élément, éprouve dans lair une 
résistance normale proportionnelle au carré de sa vitesse ¢. Ainsi, en 
désignant par do la grandeur de cet élément plan, cette résistance serait 
représentée par Av* ds et, d’après la théorie de Newton, le coefficient A 
serait aussi déterminé ; mais on sait maintenant que cette formule ne 
peut être admise. Cette résistance étant fonction de la vitesse, repré- 
sentons-la donc par 


(a) flo) de. 


D'après la même théorie, la résistance sur un élément plan, qui se 
meut dans une direction qui fait un angle aigu z avec la normale, sera 
encore normale à cet élément, et l’on obtiendra son expression en 
remplaçant dans l’expression (a) la vitesse y par la composante normale 
de cette vitesse, »cost; par conséquent, on obtient pour la composante 
de la résistance dans la direction du mouvement 


f(vcosi)cosi do. 


Imaginons ensuite un corps en mouvement dans l'air, et supposons 
que sa surface soit convexe; on peut distinguer cette surface en deux 
parties, l’une antérieure, l’autre postérieure, séparées par la courbe 
de contact d’un cylindre circonscrit dont les génératrices sont paral- 
lèles à la direction de la vitesse. On admet généralement que les élé- 
ments de la partie antérieure résisteraient, comme nous avons dit pour 
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un élément plan, et que les éléments de la partie postérieure n’éprou- 
veraient aucune action de la part de l'air. 

Ces deux parties de la surface en lesquelles on la divise et qui varient 
à chaque instant sont une grande difficulté pour l'application de l’ana- 
lyse; il est évident, en effet, que le problème serait beaucoup plus 
simple, si l’on pouyait supposer tous les éléments de la surface du 
corps assujettis à la même loi de résistance. D'ailleurs, l'hypothèse 
que l’on a faite sur les deux parties de la surface ne peut être qu'une 
approximation; car, bien que la partie antérieure du corps ait certai- 
nement la plus grande influence sur la résistance au mouvement, il 
n’est pas vraisemblable que la partie postérieure n’en ait aucune. 

D'après ce qui vient d’être dit, on admet que les résistances, au moins 
pour de grandes vitesses, se réduisent à des réactions normales; mais 
cette hypothèse ne peut être encore qu’une approximation, et, si elle 
est suffisamment exacte pour les corps sphériques homogènes lancés 
sans mouvement de rotation, elle ne doit pas l'être pour la partie cylin- 
drique des projectiles oblongs, et, de plus, le frottement sur ces corps 
doit changer leur orientation et doit tendre à rapprocher leur axe de la 
direction du mouvement. 

Pour trouver théoriquement la loi de la résistance de l’air, il faudrait 
étudier simultanément le mouvement du projectile et la propagation 
du mouvement dans l'air à partir des différentes positions du corps. 
Un problème de ce genre a été résolu par Poisson dans le cas de très- 
petites oscillations d’un pendule sphérique dans lair | Mouvements 
simultanés d'un pendule et de l'air environnant (Mémoires de l'Académie 
des Sciences, t. XI, 1832)]. Mais les calculs que Poisson a dû employer 
dans cette question relativement si simple et les hypothèses qu'il a pu 
faire et qui ne seraient plus applicables dans le mouvement d’un pro- 
jectile ne peuvent servir, pour la question dont nous parlons, qu’à en 
montrer la difficulté. Il est done indispensable de considérer la loi de 
la résistance comme une donnée de l'expérience. 

Dans cette Section, j'expose une théorie rigoureuse du mouvement 
des projectiles oblongs; j'établis les équations différentielles de ce 
mouvement, et je montre comment on peut les intégrer, sans faire 
aucune hypothèse particulière sur la loi de la résistance de l’air, qui est 
ainsi laissée au choix du calculateur. 


34. 
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PREMIÈRE SOLUTION DU MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS L'AIR. 


2. Concevons un point matériel pesant qui se meuve sous l’influence 
de la résistance de l’air dirigée en sens contraire de sa vitesse, et dé- 
terminons les formules relatives à son mouvement. Ces formules con- 
viendront aussi au. mouvement du centre d’une sphère homogène lancée 
dans l’air sans mouvement de rotation (Section IV, n° 16), puisque la 
résistance de l'air sur ce corps sera évidemment directement opposée 
à son mouvement. 

Le point mobile restera pendant tout son mouvement dans le plan 
vertical mené suivant la direction de la vitesse initiale. Prenons dans ce 
plan un axe des s vertical mené de bas en haut et un axe des æ horizon- 
tal. Si nous représentons par y la vitesse et par x l'angle qu’elle fait 
avec l’axe des x, nous aurons 


RUE ds ones 
(1) AT "a 

d’après cela, désignons par R la résistance de l'air divisée par la masse 
du corps et par g l'accélération due à la pesanteur, nous aurons ces 
deux équations 


(2) sincosa) = — Rcosx, 
Saa = — g — Rsing. 


Multiplions les deux dernières équations respectivement par sing, 
— cosz, et ajoutons-les; R s'éliminera, et l’on aura 


(3) v = — gcosa. 

Éliminons de entre (2) et (3), nous aurons 
d(vcosa)__ R 

(4) + AR GR v. 


La résistance ne doit varier qu'avec la vitesse; afin que l'expression de 
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cette résistance se prêle facilement au calcul, posons 


(5) = a + bv"; 


~ =- 
IF 


alors l'équation (4) devient 


dv a+sine MS bons: 
da cosg 7 cosz 
Si l’on fait 


VW, 


on obtient l'équation linéaire et du premier ordre 


dw on E bn 


dx "Tcosæ 7 cosa 
En résolvant cette équation, on obtient 


d 
w = — bn cos"g tang" ( — 2) £ 
4 


T 
cos"+' lang” (z 


+ consi. 
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; 


remplaçons w par 7" et indiquons par &,, #, les valeurs initiales de 


æ, V; NOUS aurons 


I 1 mm T 
— i 2 == bn tang (7 z) 


o"cos"g vs COS'&s 


Zo 


cos"+! æ lang"* (3 


T œ 


2 


Représentons, pour abréger, par — U le second membre de cette 


équation, nous aurons 


I 1 = U 
V'COS"æ VE COS" 


et, par suite, 
v, cos 
"y = — = Q Xo 2 
cosa Ÿ 1 — Uv? cos" 


Cette équation déterminera p en fonction de #, et comme, d’après 
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les équations (3) et (1), on a 


IPTE RESAN vda 
~ gcosæ 
dz=— € da, à 


v? 
dz =— Ş tanga dz, 


on aura, par trois nouvelles quadratures, les quantités ż¿, æ, z en fonc- 
tion de g. 

Si l’on suppose dans les formules précédentes a = o, on a la solution 
donnée par Jean Bernoulli. L'expression qui vient d’être prise pour 
l'expression de la résistance n’est pas admissible pour toutes les valeurs 
de la vitesse, puisqu'elle doit s’annuler avec cette vitesse. Mais il 
pourra arriver que, dans l'étendue où v doive varier, la résistance soit 
représentée avec toute l'approximation désirable par la formule (5). 
Toutefois, la solution précédente conduirait, dans la pratique, à des 
calculs d'une extrème complication, et, de plus, il est impossible de la 
modifier pour la rendre applicable au mouvement des projectiles diffé- 
rents de la sphère. 


MOUVEMENT D'UN PROJECTILE SPHÉRIQUE. 


3. Concevons un projectile sphérique, homogène, lancé sans mou- 
vement de rotation; nous allons développer les coordonnées du projec- 
tile par rapport aux puissances de z; ce calcul est sans difficulté, mais 
nous l’exposons, parce qu’il nous sera nécessaire pour la détermination 
rigoureuse du mouvement d’un projectile oblong. Prenons dans le plan 
de la trajectoire décrite par le centre du corps deux axes de coordon- 
nées rectangulaires, l’axe des æ horizontal, l'axe des z vertical et mené 
de bas en haut; désignons par g l'accélération de la gravité, par p la 
masse du corps, par R la résistance, par ds l'élément de la courbe, 
nous aurons les équations 


dx dx d'z dz 
ph a eh. 
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Représentons la vitesse par v, remplaçons ds par dt et posons 


dæ dz 
(1) ai gts O 


nous aurons les équations 


dA R ac R í à \ 
HAS RER UE), v= A+ (C— gt). 
R n'étant fonction que de ¢ et s’annulant avec cette quantité, prenons 


pour R une expression de la forme 
av + Beye, 


où &, f5, y sont des constantes. 


4. En concevant A et C développés suivant les puissances de z. 
posons 
A—A,+At+AP+A +... 
(2) C=G+Gt+ GLAG eps 


et nous aurons 


=A; H2A A t+(A i +2AA) P42 {A AHA, A) LHA A -2A AHA) l'H. 


+C} +20, C, 1+ (Ci +2 CC) 222 (Co C+ C, C) t + (2 Ci Ci + 2 CC; + Ci) +... 
a gt (C+ Ci Cl CE +.) + pL, 


ou bien 


v'= À? +E +2 (AA -CC CGg) + (AS + 2AA Ci +20Ci—2Cg+ 2) 1? 
+ (2AA +24, A, + 200 + 20,0 — 201g) # 
+ (2A,A,+2A,A,+ A} + 2 CC, + 20C Ci — 2C;g) e 


Si l’on a, en général, à extraire la racine carrée d’une série de la 
forme no + n;t+ nat? +... et qu'on pose 


BE 
z 


(mtoni mt m) SNNN NG., 


on pourra calculer. successivement les coefficients Nas N,, Nas ..., 
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d'après les égalités suivantes : 


N,=n, 2NN=n;, 2NN;+ N? = n, 
2N, N; + ANIN: = 2N,N, + 2N, N; -+ N? = no elc. 
D’après cela on aura 
(3) v=N+Nt+NE+N EP +..., 


en calculant No, N,, No, ... d’après les formules précédentes et en 
prenant pour Ro, Ri, Na, ... les valeurs suivantes : 


Mm—A?+ 0}, 

m=2AA +20 (C0i— g), 

n = A? + 2A,A:+ (C — g) + 20C:, 

ns =2A,A; +} 2A, A: + 200+ 20: (C— g), 

n = 2A, A+- 2A, A+ A} +200 2(Ci— g) -+ Ci, 


mn en nent 


Les deux équations qui donnent A et C sont 


dA 
mT=—(a+bv+yw)A, 


(C— gt) dA = A dC. 


Substituons les expressions (2) et (3) dans ces équations et égalons 
dans les deux membres les coefficients desmêmes puissances de z. Nous 
déduirons de la première équation les formules suivantes, qui donnent 
les coefficients A, A3, Azs ...: 


VE —— SAT 4 ANo — Y Aono» 
poe p 
E e AO a A M EME 
p P p 
sAr FA É (AN + A:N. + AN) Ex £ (Aer Ami An fs 


X (Asn Aimi HAini + Asn), 


kA = -— ai E b (A N:+ A, N;+ AaN;+ ANo) EA 
Dai p 
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Ensuite de l'équation entre A et C nous coneluons les valeurs de C;, 
Cas Css, d’après les formules 


A,C— A Q= o0, 
2Å,C:— 24,C = — Ag 
3A Cs — 3A; = ACi — A C— 24:8, 
4 ACi — 4A Q= 2A, — 2A, C — 34;,g, 
5A C — 5A, C= 3A, C — 3A,C + A,C:— AC, Ag 


Lorsque les développements de A, C seront obtenus, on aura, d’après 
les équations (1), 


7 P $ P L 
z=D— g- +0 +04 te tan 
2 2 3 
e 6 
ISD -+ åt HA -+ A + ...9 
2 3 
D, D’ étant deux constantes arbitraires: 


5. Il peut arriver que les formules que nous venons d'obtenir ne 
soient pas convergentes pour toutes les valeurs de # qui se rapportent 
à la trajectoire parcourue par le mobile; mais on pourra toujours diviser 
la trajectoire en parties assez petites pour que ces formules soient très- 
convergentes, lorsqu'on les appliquera à un de ces ares de la courbe, 
en prenant pour temps initial le temps où le mobile passe au commen- 
cement de cet arc; on aura ainsi des formules différentes pour repré- 
senter le mouvement sur chacune des parties de la courbe en lesquelles 
on l’a divisée. 

Lorsque les formules précédentes seront applicables tout le long de 
la trajectoire, on pourra déterminer l'instant où le corps passe au point 
le plus haut en résolvant l'équation C — gt = 0, ou 


G+(C—-gi+Cr+CP+ .:—o. 
Pour résoudre cette équation, posons 


l= LC + L,C} + L,C} + s.es 
35 
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Substituons dans l'équation et égalons à zéro les différentes puissances 
de C,; alors L,, Li, Los ... seront déterminés par les équations sui- 
vantes : 


(CG — g)L,+ 1 = 0, 

(CG. — g)L+ GLi=o, 

(Ci — g) + 2G L, Li+ C Li = 0, 

(Ci — g) L+ G(2LL,+ Li) +36, Li Li+ CL, = 0, 

(G— g) Li+ G(2LL,+ 2L, L) + C (3 L} L: +3 L, Li) + 4 Li L + C Li = 0, 


ven EO NRN E et OT 0 09 0e © » lee TO ETN alle te lee E A E 


6. Exemple. — Déterminons le mouvement d’une bombe dont lé 
rayon est r==0",1355, le poids 50,60, et qui est lancée sous une 
inclinaison de 19°58'30", avec une vitesse de 120", 14 par seconde. 

Nous prendrons pour la résistance sur ce projectile sphérique l’ex- 
pression 

TI*0,027 v(i + 0,0023% ), 
donnée dans la Balistique de M. Didion, en supposant le poids d’un litre . 
d'air égal à 1%, 208; car la résistance peut être considérée comme va- 
riant proportionnellement à la densité de lair. 3 
Nous obtiendrons 


log E= 467086 log). 78419 
‘ p la 
Nous calculerons ensuite les coefficients des séries 


A=A,+At+AU+H..., 
C=C+Gi+OGP ts, 
v=N,+Nt+N0—+ ..., 


et nous trouverons successivement 


A= 112,91, C= Ar OAS, 20 ASZ hs N= 120i, 
A= — 5,2266, C=— 1,8999 m=— 2141,46,  Nı=— 8,9124, 
Asc 030001, e Gi 0,306073; ire 274,283,  N;:=— 0,81087, 
A= — 0,029165, C=— 0,027763, n =— 20,9488, N;=— 0,027036, 


A= 0,0019199, C= 0,0022000. 
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On obtient ensuite pour le temps que met la bombe pour arriver au 
point le plus haut 3°,86, et la vitesse en ce point est 96,71. 


Autre solution du mouvement d’un projectile sphérique. 


7. Concevons encore un projectile sphérique lancé sans mouvement 
de rotation. Si nous négligeons d’abord la résistance de lair, nous 
aurons pour l'équation de la force vive, en prenant les mêmes axes de 
coordonnées que ci-dessus, 


e 


= (x + 3") +ugs=h. 


Pour former l'équation aux différences partielles d'Hamilton, nous 
devons faire (Section IT, n° #) 


dT aN T NOTE ERRAN 


= lime oaan pes — 
APP dr") T4 
et il en résulte l'équation 
ECAN ANAR 
E 


on y satisfait en posant ces deux autres, où a représente une constante 
arbitraire, 


Donc, en désignant par +, m deux nouvelles constantes arbitraires, on a, 
pour intégrales finies, 
dV dy 
(1) FTA =t+47, a = m 
90: 
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(Section IT, n° 7) ou 


„h 
-+ (25 e—ag:) UT 
p 


5 
prp PA (M aaga) =m 
A END EPS 


ct ces équations peuvent s'écrire 


í m ; Ñ 
\æ=— Fa l+T), 
Los t 


at: 2 
| Re SR en 
apg 2 
Pour tenir compte ensuite de la résistance de l’air, nous devrons, 
suivant ce qui a été dit au n° 5 de la Section VII, introduire lex- 
pression 


Q= (x + Bv + ye)l(a r ds), , 


et nous avons 


r E E EN A a A Ve+git+r}, 
= + (t+ 7) da + aðr, 


òl — aða 
Ds" ETNO 
uE gl ) 


Il en résulte 


(3) Q= (z+ ßv-+ ye?) [egle Jð (a) Lam aalt 208 À 


Les quantités A, 7, a, m, qui d'abord étaient constantes dans les for- 
mules (2), sont devenues variables et satisfont, d’après les formules (1), 


aux équations ; t 
; dh dQ dz Q 


À des EUR AE EUR 
da dQ dm _ dQ 
AE a E A 


dans lesquelles on ne doit pas considérer les seconds membres comme 
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les véritables dérivées d’une fonction Q, mais comme les coefficients 
de dr, ðh, ðm, da dans la formule (3). On obtient donc 
dh 


TT (a+Bv+yr)(e+g(t+r)), 


dr 
di 
da 
dt 


dm A 
IF 2al t-r) (a Beye), 


(a +Bv+yv)(t+r), 
pta 


(a Boye )a, 


et l’on peut remplacer ces équations par les suivantes : 


da 
dt 
adr={t+7) da, 


=i let Ver et +yl(e+g(t+r})], 
dm=——ap{(t+7)da, 
dh = È (a+ g(t r')) da. 


8. Les quantités a, t, m, A peuvent être considérées comme fonc- 
tions de la seule quantité ¿ + t, où 7 est lui-même fonction de 4. Posons 


donc 
t+T=T, 
et nous aurons 
da da dz 
dt aT ( À) 
Nous aurons de même 
dr 
dr dr dr dr dr 
dt = (+) PA Te? 
SAN 
et il en résulte 
da 
da dY 
dE Pg dg 
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Done les quatre équations qui déterminent &, t, m, A deviennent 


da a hee d 
T= t larp yer + yle et] (1 gF) 
dr da 
(a) agp =T g 
i dm da 
(b) ar~ eTa 
dh da 
(e) Ti — Hifa e+ pT) Fi 


En éliminant + de la première au moyen de la deuxième, on obtient 


(a = 


da 
Ti a+ ByvargTi+y(a+ gT)] (ar T) 


LR 
y 
Cette équation du premier ordre permettra de calculer a en fonction 


de T, et l’on pourra développer cette quantité en une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de T. 


(4) a = @+ aT + @T'+ a T +... 
On pourra ensuite calculer + sous la forme d’une série semblable 
(5) T=T+nT+mT + TT +..., 


au moyen de l'équation (a). 
Ensuite de l'équation (b) on tirera, en désignant par m, une con- 
stante arbitraire, 


(6) m=m—2p(}aT+iaT+iaTt+...). 
Enfin on déduira de l'équation (c) 


1 dh da dr da j i 
Pr T nr + ge (nT+ ar T+ 37, T' +...) 


et, par suite, en désignant par h, une constante arbitraire, 


i h— h) =+ (a — ai) + (tn T nT- br T' ris p). 
7 E £ 4 


Si l’on déterminait ensuite T en fonction de £ au moyen de l'équation 


T—t=ntaT+T'+..., 
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on aurait les valeurs des quantités a, +, m, k en fonction de 4. Mais il 
n'est pas commode d'exprimer T en fonction de 4, et il vaudra mieux 
faire varier T par degrés très-petits et calculer les valeurs correspon- 
dantes de ż d’après la formule : 


"t=T >~r TL — TT 1,1 —..., 


9. Calculons maintenant les deux séries (4), (5) au moyen des'équa- 
tions (d) et (a). Nous avons 


+ Te ai + 2na T (ai +2aa + gt) T 
+ (2aa,+aaa)T + {(ai+oaa+araa)Tt+..:; 
posons 
Pi = ai pi= 24 p= it didit g’, 


P= 24A 2AA, Pi di Ha FA 
š 


et nous aurons 


4 
7 


væg T = (pH piT + pT...) = PHPT + PT’ + PT 
en calculant P,, P,, Pa, ... d’après les formules 


P=pi=4, 2P,P;=p;, 2P,P; + Pi=p,, etc. 


En substituant donc la série (4) dans l'équation (d) et égalant dans 
les deux membres les coefficients des mêmes puissances de 4, on ob- 
tient 


ou — + E (— aP: + aP.) + i (— piz- Mpe)» 


6 


fa; = am F (— aP, +a P, + 24,P,) + : (— aps + api +24@p), 


5a = ; 34, + ; (— a, Pi —+ tP, + 24 P,+ 34, P,) 


+ 7 (— apit apit 3 api + 3@pr), 


$ 000 000.0 nn 0 6 no on so pue seen de © ae - 
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En substituant ensuite les deux séries (4) et (5) dans l’équation (a), 
on obtient les égalités suivantes pour déterminer T, Ta, Ts, ...: 


. Ti 0) Itl Mis 3734 +2 TU — 203; 

Á Tua 3r,a+9270, = 30, 

Sra + ÁT + 3730+ 2m0, = has 
Gra+ STs + kT d+ 37;a,+ ana = $ dy 


D'ól oiio lalaro at Olg:o O o ojoo oo ouel oro 0mo 


10. Détermination des constantes arbitraires. — Nous allons déter- 
miner les constantes arbitraires, d’après les conditions initiales. Non- 
seulement les expressions de x, z sont identiques pour les mouve- 
ments troublé et non troublé, mais il en est de même de leurs dérivées 
æ', 3’. Ainsi l’on a (n°7) 


x= i, z =— gT, 


Supposons que l’on ait, pour ¿ = o, 
EE S A EN RE AEE 


U 


æo» Zy étant des quantités données. Désignons par Z la valeur de + ou 
de T pour ¿= 0, nous aurons pour ces quatre conditions, en ayant 
égard aux formules (6) et (7), 


(A) 2, =4@a+al+ al +..., 

(B) 3, =— gl, 

(C) o=—a(tal+i@l+ialt+...)+lé, 
(D) A LR Te AO TT AN EN ATEN IUT 


nA 2 


L’équation (B) donne 


dans l'équation (A), les coefficients a,, as, ... sont fonctions de a,: 
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on pourra donc calculer a, au moyen de cette équation. Enfin on aura 
mM, et a, d'après les équations (C) et (D). 

Reste à déterminer tọ. Au point le plus haut de la trajectoire, on a 
z =o ou T =o, et comme on a 


Ta te GT E A + T E 


— 7, représente le temps du passage du mobile au point le plus élevé. 
Faisons 4 = o dans cette équation : T ctt deviennent égaux à /, et nous 
avons 


= ll == rl: 4, 


pour calculer z. 


11. De la formation de Tables pour le calcul du mouvement des projec- 
tiles. — La courbe décrite par un projectile sphérique donné est com- 
plétement déterminée de forme, quand on connaît sa vitesse a, au 
point le plus haut. En faisant varier cette vitesse, on obtiendra toutes 
les trajectoires que peut décrire le mobile; on ne peut toutefois consi- 
dérer que des longueurs de ces trajectoires, dans l'étendue desquelles 
les séries 

a= + aT+aT+aT +... 
TT + TT HE TT +... 


sont suffisamment convergentes. Pour étudier le mouvement en dehors 
de cette étendue, il faudrait avoir recours aux formules des n° 3 et 4. 

Dans les formules des numéros précédents, supposons ¿ = o au point 
le plus haut, c’est-à-dire lorsque T est nul; nous aurons alors aussi 
t= 0 ên ce point, et par suite 


Ti-— 08 
ainsi l'expression de + se réduira à 
T=RT HT +TT +. 
Nous avons ensuite 


z'= a, 3=— gT, 
et si, dans les équations 
m : h a m 
s= =+aT 5-01 
PE = 26,713 
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nous remplaçons m, À par leurs valeurs (6), (7), en ayant égard aux 
valeurs des constantes, nous aurons 


LH QT—+aT— Fa T— Sal — al —..., 


æ . 
z=} gln Ein Tiu TH...) 


Dans le cas actuel, il est beaucoup plus facile que dans le cas 
général, examiné au n°8, d'exprimer T en fonction de ż. En effet, 
dans la formule 

T= n Tes TEE TT +... 
faisons 

DAT AT AE Pa AIS Er AT LES OS AT LES e, 
et nous trouverons 


h= 1, LT = 2 + Ts Sr + 5r Tata + Tis 
= 147! + 21riT + Orir, + 372 mn, ele., 


On peut, pour une valeur de ap, qui représente la vitesse au point 
le plus haut, calculer pour de petits accroissements de 4 les valeurs de 
æ', 3’, æ, z, d'après les formules précédentes. Concevons que l’on ait 
calculé de même une suite de trajectoires pour des valeurs de a, crois- 
sant par petits degrés. Alors, pour avoir la trajectoire décrite par le 
mobile lancé avec une vitesse dont les composantes sont, zp, il n’y 
aura qu'à examiner quelle est la trajectoire calculée sur laquelle les 
composantes de la vitesse prennent ces valeurs ou des valeurs qui s’en 
rapprochent le plus. 


12. Exemple. — Proposons-nous de trouver le mouvement d’une 
bombe dont le rayon est o™,1355, le poids ok, op et dont la vitesse 
au point le plus haut est 96™, 71. 

Dans la formule qui donne la vitesse 


a=ataT HaTe a TH.. 


nous connaissons le premier terme 96,71 et, en calculant les coeffi- 
cients suivants d’après les formules du n° 9, nous avons 


a, = 96,715 ai =— 3,45166, a, =— 0,072804, 


Q= 0,00719, Ai ——0,00020270, elc., 
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En calculant ensuite les termes de la série 


TTL TL + TIR TT 7, 


on trouve 
T1—=— 0,019845, ==  0,00007731, 


tı = — 0,00004875, 7r—— 0,000003651, etc. 
La trajectoire qui nous occupe est celle qui a été déjà examinée au 
n° 6, mais les séries actuelles sont beaucoup plus convergentes que 
celles de ce numéro pour la branche descendante de la courbe. 


Pour retrouver les mêmes résultats, examinons le point d’où le mo- 
bile part avec une vitesse dont la composante verticale est 


2 Krmoges 


la valeur de T correspondante sera 


on obtiendra pour la composante horizontale de la vitesse 
2'= + al+al + aË+H.,.=1Uu2",907, 


pour la vitesse elle-même 
Ve Vx®+ 3 LAON 


et pour le temps que mettra la bombe pour aller du point considéré au 
point le plus haut 


ts rl bell = — 3,866. 


Comment on peut avoir égard à la variation de la densité de l'air traverse 
par le projectile. 


13. Dans ce qui précède, nous n’avons pas tenu compte du change- 
ment de densité de l'air avec la hauteur du projectile; montrons com- 
mént on peut y avoir égard. 

Désignons par IT la pression de l'atmosphère, par p sa densité, par r 
la distance .du projectile au centre de la Terre pour ¿= o, par g l'ac- 


36. 


284 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 
célération de la pesanteur à cette distance. Si la distance verticale z du 
projectile à sa position initiale varie de dz, la pression IT subit la dimi- 
nution 


Les 1 
F +3 F adz. 


di =— pg; 


En désignant par g le coefficient de dilatation de l'air, par 9 la tem- 
pérature et par # une certaine constante, on a 


II 
U= kpl 0), p= IEE 


il en résulte 


sé Ig je 
ae TT T TES S 
ART 72 
En négligeant le facteur Fes na 
GE LC + 


Fe TE 


donc, en appelant I, la valeur de IT pour z = o, 


~-f 5 


ki ] 
WESE ENR 


Pour déterminer la constante #, supposons dans la formule 
I = kp(1 +9), 


0 = o et la pression de 760 millimètres de mercure; I représente la 
pression d’une hauteur de 10,334 mètres d’eau sur r mètre carré; ce 
qui fait 10334 kilogrammes; gp est le poids d’un mètre cube d’air ou 
18, 293. On a donc 

NY 
10334 = 1,293 R 2 A0 


Posons 
1 


7992 (1 + x8) 


n, 
nous aurons 


H=Il;e" et, par suite, p= FT eNi 
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Or la résistance de l'atmosphère doit varier proportionnellement à 
sa densité; donc, au lieu de supposer l'expression de la résistance de la 
forme gp + Be? + 7e", nous devons la prendre de la forme 


(av t BeH yves, 


D'après cela, l'expression de òQ du n° 7 sera seulement multipliée 
par e7, et l’on aura 


dQ = (a+Bv+yv)e "(a+ g (1+ Tor —(14#7)0h —adm+aalt+7T)da], 


et les formules qui donnent a, 7, m, k seront 


da epr -— t vi F E gh 
dz EN da 
A AAT 
dm da 
di — 207 FP 
dh ii eys da 
ai aE TED) gT 


Les trois dernières restent les mêmes, la première seule est changée; 
nz sera en général assez petit pour qu’on puisse remplacer e™? par 

2U— RE ngm 

r= n= n ——— + 71, 


29 2 
294. 2 


Après avoir calculé a, t, m, h, en supposant n = o, on modifiera 
facilement les valeurs obtenues pour tenir compte des termes multi- 
pliés par z. 


Sur l'influence du mouvement de rotation de la Terre. 


14. Si l’on veut tenir compte de l'influence du mouvement de rota- 
tion de la Terre sur le mouvement d’un projectile, on pourra faire 
usage des formules du mouvement relatif (Section V, n% 2, 3). Pre- 
nons trois axes de coordonnées rectangulaires, l'axe des z vertical, 
mené de bas en haut, laxe des w tangent au méridien et dirigé vers 
l'équateur et l'axe des y tangent au parallèle et dirigé de l’ouest à l'est. 
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Nous désignerons par w, y, z les coordonnées du centre du corps 
par rapport à ces axes, et par Ë, », 6 les quantités représentées par ces 
lettres dans la Section citée. En représentant par œ la vitesse de rota- 
tion de la Terre, par À la latitude du lieu, et par p le rayon du parallèle, 
nous devrons faire aux numéros cités 


L= opsin, m=0, S= — 6 'pCOSÀ, 
p p 
E = pople sinÀ + z cos À), 
p=—-wcosÀ, q=0, r= osin As 


T—F= Ë (pn +) + po[yEsinh— (zcosh + æ sind) n +y% cosà], 
et, si l’on supposait le corps sollicité par des forces qui donnassent lieu 
à une fonction de forces U, on aurait 

H = T — F — U — pwp (x sinà + z cosà). 
Il faut remarquer que č, », & sont les variables conjuguées 


de æ, y, z, et l’on passera du cas où l’on néglige la rotation de la 
Terre à celui où l’on y a égard, en changeant la fonction de forces U en 
Le] Le 


U — pu [yËsinà — (z cosà + x sinA)n + yg cosà] + po’p(x sin + z cos À). 


En désignant par m, n, h, a, b, t des constantes arbitraires, les for- 
mules du mouvement parabolique, produit par la pesanteur, sont 


m : x 
xx= — + a(l HT F Eâ; 
b. 
n k 
y= =+ blt), PEAR 
be 
oh—uia+b) g à 
Pre AE me (tbe) ot gts): 
2 51. 2 


et l’ona, comme au n°7, les formules de perturbation 


| dh 5 dQ de 2. dQ 


DUR MONTE | 

| da dQ dm dQ 

(a) dt = dm" ‘dt du? 
| db" dQ dn dQ 


han Totam: dt db 
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La résistance opposée par l'air au mouvement n’est pas fonction de 

la vitesse vraie du mobile, mais bien fonction de la vitesse relative 

Væ®+y2+ z", etl'on aura, d’après le calcul du n°7, pour la partie 
de ðQ qui provient de la résistance de l'air, 


dQ'= (x + peiye) [te bi gelt) or — 7 


a b N , ` 
Ri òm + gon teal +T) da + 2b(e+5)00 |; 


avec 


= rh y += (f+oysni) +[n—ow(xsini+z2cosÀ)| +(+oy cos À}. 


Enfin, pour tenir compte de la rotation de la Terre, il faudra, en 
négligeant les termes en w?, ajouter à ÒQ’ la variation òQ” de l’expres- 
sion 

Q'= uo[rË sin À — (z cosà + æsinA)n +yE cos] 
2h— p. (a+b?) 


2 


bcosi— ngli+r)cosÀ+ mbg(t+7r} cos? | . 
d 


0 | (na—mb) sin — 

On résoudra les équations (x) d’après les calculs des n° 8, 9, en 
faisant d’abord ù = o; puis on tiendra ensuite facilement compte des 
termes qui renferment ù en facteur, et qui sont très-petits. 


SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS DE RÉVOLUTION LANCE SUIVANT SON AXE 
AVEC UNE GRANDE VITESSE DE ROTATION. 


Équations différentielles du mouvement. 


15. Imaginons un corps de révolution lancé suivant son axe avec une 
rotation très-rapide autour de cet axe et supposons que le centre de 
gravité coïncide avec le centre de figure; très-peu de temps après l’in- 
stant initial, l'axe de rotation sera incliné sur la tangente à la trajectoire 
décrite par le centre de gravité. Pour se donner une première idée du 
mouvement du corps autour de ce centre, on observera qu'il est solli- 
cité par une résistance inclinée sur l'axe; si alors on regarde cette ré- 
sistance comme constante pendant un certain temps, le corps ayant un 
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mouvement très-rapide autour de cet axe et étant sollicité par une 
force constante inclinée sur laxe, son mouvement de rotation autour 
du centre de gravité pourra être assimilé à celui d'une toupie dont 
l'axe serait incliné sur la verticale, la résistance prenant la place de la 
réaction du plan horizontal sur lequel est posée la pointe de la toupie; 
car, si sa vitesse de rotation est très-grande, cette réaction est à très- 
peu près constante (Section IV, n° 27). 

On voit donc que l'axe doit sortir du plan vertical initial. Quant au 
mouvement de translation, il est dù : 1° à la vitesse acquise, 2° à la 
pesanteur, 3° à la résistance. Si la résistance était directement opposée 
à la vitesse, la vitesse au bout d’un instant dż resterait dans le même 
plan vertical, et il n’y aurait pas de dérivation du corps. Mais l'axe du 
corps n'étant pas dans le plan vertical mené par la tangente à la trajec- 
toire, la résistance ne sera pas située exactement dans ce plan et le 
centre de gravité du corps sortira du plan vertical du tir. 

La grandeur de la résultante des résistances qui s’opèrent sur toute 
la surface du mobile dépend évidemment de la vitesse du corps; elle ne 
dépendra en outre que de l'angle j formé par l’axe du corps et la 
direction du mouvement; donc, en supposant que l'angle j reste 
très-pelit, cette résistance peut être représentée par la formule 


(1) R= gy + Boy + leo + p eyo): 


Nous aurons, en outre, à nous occuper de la direction de la 
résistance, afin d'obtenir ces trois composantes par rapport à des 
axes fixes. 

Nous prendrons des axes fixes de coordonnées rectangulaires 
Ox, Oy, Oz, passant par la position initiale O du corps, l'axe des z étant 
dirigé suivant la verticale, l’axe Ox mené suivant la projection de la 
vitesse initiale sur lhorizon et Oy à la droite d'un observateur placé 
suivant Oz et regardant le projectile. Nous imaginerons, en outre, un 
système mobile d’axes de coordonnées Gx,, Gy,,G2,, passant par le 
centre de gravité G du corps, dont l'axe des z, coïncide avec l’axe du 
corps. Soient a, b, c les cosinus des angles de l'axe des æ avec ceux 
des æ,, Yı, z,; soient a’, b', c et a”, b”, c” les mêmes quantités pour 
laxe des y et celui des z. 

D’après la loi élémentaire admise pour la résistance, on pourra cal- 
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culer non-seulement l'expression (1), mais encore l'angle e que la di- 
rection opposée à la résistance fait avec la vitesse ¢; cet angle ne dé- 
pendra que de ¢ et j et, comme € doit s’annuler pour 7 = o0, nous 


ferons 
pa (hei + iao? + la v | j. 


Représentons les cosinus des angles de la direction opposée à la ré- 
sistance avec les axes fixes de coordonnées par 


(a) dæ n dy eh dz a 
— — — + p 
iS ds » ds ATP FER à 


cette direction est évidemment située dans le plan z, GV, mené par 
Gz, el une parallèle GV à la vitesse ¢; l'angle e de cette droite avec la 
tangente étant très-pelit, m, n, p sont de très-petites quantités. Le 
plan z GV s'écartant très-peu du plan vertical initial, on peut cal- 
culer m, p, en supposant que la direction qui nous occupe est siluée 
dans ce plan. 

D'après cela, désignons par l’inclinaison sur l'axe des æ de la di- 
rection opposée à la résistance et supposons l’angle compté en allant 
de la tangente à la trajectoire vers la direction opposée à la résistance: 
alors nous aurons à très-peu près 


dz dz dx 

PLEN da Ange ds ‘a. 
; 1— —— tange ses 

l ls ds 


Comme dans la dernière fraction la somme des carrés des deux termes 
est égale à l'unité, pourvu que l’on néglige le carré de °, ces deux 
termes peuvent être pris pour cos] et sinf, ou pour le premier et le 
troisième des cosinus (2); on a done 


LS AR dz se dx 
Ka € PSG 


ls’ ` 
D’après le degré d'approximation avec lequel 72, p sont calculés, on 
devrait faire n = o; mais alors il n’existerait pas de dérivation et la 
trajectoire resterait dans un plan vertical. Pour avoir égard à la déri- 
vation, remarquons que la résistance est située dans le plan des deux 
3n 
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droites Gz,, GV, qui sont parallèles aux droites qui ont pour équa- 
tions 
NN TR NE 27 


Q n’ 


der à dæ dy dz’ 
X, Y, Z étant les coordonnées courantes, il en résulte 


(c'dz— c" dy) (z +m) + c'de—cds)(T +n) +{(cdy—c' dx) (F +p) = 


ou 
(¢' dz — c" dy) m + (dx — edz) n + (cdy— c'dx)p =o, 


et, en remplaçant m, p par leurs valeurs, 


yir dz? wk ay dy 


ds v dt 
c" ie — cdz 


c dz + cdx) 


Or, en projetant la vitesse ¢ sur Gz, et sur une perpendiculaire à Gz,, 
menée dans le plan 3,GV, qui s'écarte très-peu du plan des X, Z, 
on a 


dæi pdz 
vcosj=¢ m +4" di 
lt, „dx dz 
vsin j —c"” ÉTÉ Te 
et il en résulte 
i ec dr 
(8) RE sinj vdt SOJE 


D'après cela, en désignant par u la masse du corps, nous aurons 
pour les équations du mouvement du centre de gravité 


de__ R(de_ d: 
| un — a \ds 7) 
i dhi E RAO \ 
G (ce t ae) 
[es o Rgd | de 
AIAT WANY Eais 


Si l'on réduisait z au second terme de la formule (3), il cst aisé de 
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: dy , : 2 
voir que, y et r étant nuls pour ¿ = o, y serait constamment nul, et il 
n'y aurait pas de dérivation; et comme d’ailleurs ce terme est très- 


` s dy RE + 
etit en comparaison de =”, nous pourrons réduire dans la deuxième 
p ds 
équation (3) n à 


n= =— (lv + lav kav’) c'. 


16. Pour déterminer le mouvement de rotation du corps, nous sup- 
poserons que l'on ait d’abord calculé æ, zau moyen des équations (4), 
en réduisant R à ge + Be + yo* et en négligeant les termes qui dés 
pendent de £ et qui proviennent de ce que la résistance n’est pas direc- 
tement opposée à la vitesse; ce calcul se fera d’après le n° 4. 

Les résistances sur la surface du corps étant symétriques par rapport 
au plan z, GV, elles ne pourront que faire tourner le corps autour d’un 
axe perpendiculaire à ce plan. 

Désignons par J% la somme des moments des résistances élémentaires 
par rapport à un axe mené par le point G perpendiculairement au plan 
zı GV et par 2, M, la somme des moments de ces résistances par rap- 
port à Gæ,, Gy,. Représentons aussi par 4, e les moments d'inertie 


par rapport à Gæ,, Gz, et par p, gq, r les composantes de la vitesse de 
rotation suivant les axes mobiles, nous aurons 


oh 
NES nn 
d ; 
où A + (S— NL) gr = M, 
CE RER 
sb = + OR — e)pr= JL, 


dt | 


pour les équations du mouvement de rotation (Section IV, n° 13) et l'on 
déduit de la première 
=; 
ù étant constant. 
On pourra calculer la grandeur du moment o d’après la loi élé- 
37. 
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mentaire de la résistance, ct, comme J est nul si 7 est nul, posons 
MW =j (he + Lo bo), 


Désignons par GV’ la projection de GV sur le plan æ,Gy,, en proje- 
tant l'axe du moment Jù sur les axes Gæ, et Gy,, nous aurons 


EP M cos (VG»r 
Mi=— M cos (V en) =- ET 


Li , __ AMocos(VGx) 
M, = dJcos(V'Gxi) = -cos (VOV) 


Comme j est supposé très-petit, on a 


J=sin(zGV)= cos(VGV'}, 


\ 


et si l’on pose, pour abréger, 
L p t + [AT + ho, 


on obtiendra 


he AO da SEAN E AE 
M= — E cos (VGy)= LT + bie A +b E 


DE IE dx , dy „dz 
M=  Leos(VGzx;)= L(a rA r F) 


On a done, pour les équations du mouvement de rotation, 


ape fs dx 5 „ dz 
J +(e—a)go=—L(r sr Ty T) 


dq , MUR 2 dzis „dz 
4 + (4 — €) po= L (ag +- a Ie T) 


Calcul du mouvement de rotation du projectile autour de son centre 
de gravité. 


17. A l’origine du mouvement, le mobile tourne autour de son axe 
de révolution ; le plan du maximum des aires coïncide donc avec celui 
de l’équateur. Posons 


L! (p SE 4°) + Cr — k’, 
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en sorte que # est la grandeur de l'axe du plan mobile du maximum 
des aires. Comme r a une valeur constante w et que p, q, d'abord nuls, 
deviennent de très-petites quantités, la quantité Æ subit un accrois- 
sement. 

Le plan fixe des æ, y, celui de l'équateur et le plan invariable déter- 
minent, sur une sphère qui a pour centre le centre de gravité du 
corps, un triangle sphérique. Adoptant les notations du n° 5 de la 
Section IV, nous voyons que les côtés du triangle situés sur ces trois 
plans seront désignés respectivement par 4 — &, 9, — ọ, Y, et les 
angles opposés à ces côtés par 0,, y, x — 9, et nous aurons ces formules 


cosĝ = cosy cos 9, — siny sin 0, cos, 


sin 9, sin, sin y sin d, 
RS Er A A PS 
sin ÿ sin ÿ 


(1) 


sin (ÿ — 2) = sin (oi — 9) = 


Des deux formules du n° 3 de la même Section, 
ksin sing, = Æp, sind cosg = Lg, 


on conclut, pour ĝ,, l'angle du plan invariable avec l'équateur, la for- 
mule i 
sin 0, = Per 


dans laquelle # diffère très-peu de Cw, et, comme w est très-grand, on 
reconnaît que l'angle @,, qui est d'abord nul, reste toujours très-petit. 

Comme le corps tourne d’un mouvement uniforme autour de son axe 
de révolution, son mouvement autour de son centre de gravité sera 
parfaitement déterminé quand on aura calculé la position de cet axe. 
Or la direction de l’axe du corps est fixée par l'angle @ qu'il fait avec 
la verticale et par langle v de sa projection sur le plan horizontal 


des æ, y avec l'axe des æ, et l’on a 
T 


u= 


puisque y est l'angle de Ow avec la trace du plan des ~, , y, sur celui 
des æ, y. 
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Si l’on fait d’abord 9, = o dans les formules (1), on a 
CER d= g P=V— Yis 
et si 0, n’est pas nul, mais très-petit, on aura 


0 =y — sin@, cos,, 


kS sinĝ, sin, 
Er siny 


et les parties principales de 9, y sont les quantités y, & qui désignent 
l'angle du plan invariable avec le plan des w, y et la longitude du 
uœud du plan invariable sur ce plan des œ, y. 


18. Quand un corps de révolution n’est sollicité par aucune force 
extérieure, les formules qui donnent ĝ,, ọ,, Y, sont (Section IV, 


n° 6) 

a a TS ns 2h — hè (+ }» 
(2) | p= G= (tte), 

| cos? 0, = CARRE 


Mais, si l’on suppose le même corps sollicité par des forces perturba- 
trices, on doit regarder k, +, v, P, k, G non comme des constantes, 
mais comme des quantités variables données par les formules 


dh dQ d dQ 


aiae dans dé Rpts 
da do dB do 
diend tna lalia 
di _ do, d&_ da 
Ae a dé O AENEA 


(voir Section VII, n° 12) ou par la seule 


a Do D + e GGE E OA aE da dt 


ES dt dt ALO 
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B est la projection de l'axe Æ du plan invariable sur l'axe des z; intro- 
duisant donc y au lieu de ĝ, nous aurons 


B= kcosy, òB = cosy — ksinyòy, 


et la formule précédente deviendra 


dQ TOPER O) d0, O do 
(2 +m tant t ar OÙ + a 

; dh da k die 
(3) l =- ý ÒT -+ ER (òk cosy — k sinyòy) + T èG 
‘ia dk nay dG,, 
| + D oh — (Ge cosy — siny T) èa Tg 


Cette formule équivaut aux six équations que l’on obtient en égalant 
dans les deux membres les coefficients des mêmes variations; on a donc 
ces trois équations 


le sin IEEE 
RU pdy, 
dk Sos — k sin o A 
dt VE Tu ndeas d dG. 
et l’on en tire les formules 
} dz EA EL dQ 
14) | dt ksiny dy 
| k sin PR + a cos 
esn Y 7 eau Aie 


qui serviront à calculer v, . 


19. La quantité ÒX n’est pas, comme.nous savons, une différentielle 
exacte, en sorte que l’on doit supposer dans les formules précédentes 
les dérivées de Q par rapport à «, 7, G, remplacées par les coefficients 
de du, dy, ðG dans ÒQ. 

D’après les notations du n° 14 de la Section IV, posons 


Q= adc+a'dc'+ u” òc”, 
òP = — bôc — b' ðc'— b" òc”, 
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multiplions les équations du mouvement de rotation respectivement 
par AP, dQ et ajoutons; nous aurons 


dt lt 
SES LG +b i 2 + bp" T) SPa L (+ dr | a F +a" A 50, 


RL T+(e- ago) aP + ei -si 


dt 
et, d'après les considérations de l'endroit cité de la Section IV, le se- 
cond membre de cette équation pe — òQ. On a done, en sup- 
primant les termes multipliés par w, puisque nous supposons la tra- 
jectoire plane pour calculer le mouvement-de rotation, 
dx 


— 30 = L{(@+ 0")00+ (aa + bb')üc pan D "lg 


as 


+ L[(aa” + bb”)òðc + (aa + bb')òe' + (a+ b") òc wj 


He 
7 
ou 
80 = L| (—~1 + c)0c + ce *ôc'+ ce” òc" ] z 
+ L{cc” ðe + c'c” òc' + (c'?—1)dc”] Le 


Or, en différenuant l’équation c? + c?+ c"°=1, ona 
còc- c'ôc! + c” òc” = 0, 


et il en résulte la formule très-simple 


dæ dz 
20 = — L (FF de + 7 de") 
On a ensuite 
c—sin£sing, c= — sinĝ cosy, c”= cos, 
par conséquent 
de = — c'òp + e” sin 08, 
dc"=— sin ĝòĝ; 


on en conclut 


=Le Zapal (= sing coso G +sin0 Ge) à. 
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Or, en négligeant les termes multipliés par 9,, on a 
òp = òx, 00 =y, do ——10G + M, dr + M, dh + M, dk; 
donc, si l’on applique les équations (4), on devra y faire 


dQ 
-m — oO, 


dG 


et l’on aura les formules 


do En TT diner ods) 
TATT a sind cosÿ TH + Sin0 Gi)" 


YEN 50 
dt ksiny ‘ di” 


Si nous y faisons 6 = 4%, Y —@, c'==— sinf cosy, ces équations de- 
viendront 

da _ Li act dx L dz 

HR la: ta 

AOL D à. dæ 

L REN e aT, TTA 


Faisons dans ces deux formules 
is 
A—U + —) 
2 


et nous aurons 


PAE, dæ L dz 
5 \ ge = f COSY COY T h di 
(5) VaLa dr 

(= gsn ge 


20. Pour résoudre les deux équations (5), faisons # = Cw, et 


posons 
u= V -tH Y bt- ul., 


y= Yet Yit tH yit + EWI 


de plus, u étant très-petit, nous pourrons remplacer cosv par 1 — Z 
38 
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ou même par l'unité. Faisons 


2 a =P; D, 7? $ 
ts di Pi + P, 4+ Pi- 


L dz 
Co di =R, +R 4 +R -...; 


en substituant dans les équations (5), nous aurons 


u + 2v: +3u t?+...= (P, +P, t- Pate...) (coty, — Yı EFs. 

i in?y 
— Re — R 1 =R t, 

y+ 2y t + 3y t+... =(P, + P, t+ P: t...) (uH ut ut.. 

Si le temps ż¿ est compté de l'instant où sort le projectile de la 

bouche à feu, on aura v, = o. D'autre part, on aura aussi (n° 4) 


+ 


Ce 
CG—=AoCoty, C= A, FT = A, COl Yos 
#30 


et, d’après la manière dont se déduisent P,, P,, .. . on en conclut 
facilement 


P,coty,—R;—=0, P,coty, —R, = 0. 


Ensuite des deux équations ci-dessus, on conclut successivement 


LOU I—0, 20 Vi — 0, Ai = 0 Sa — 0) 


4° Yys =0; 
ainsi v et y se réduiront aux formes suivantes : 


v = vd uv Li us LS +... 
Y=h+nl+ Ut... 


D’après le n° 17, nous avons, pour calculer les deux angles 6, v 
qui déterminent la position de l’axe du corps, les deux formules 


0 = y — sin, cost, 
sing, sind, 


T 
=g = : 
2 siny 


Nous venons d'apprendre à calculer 9, v, en négligeant les derniers 
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termes qui sont effectivement très-pétits et négligeables. Cependant, 
si l’on voulait y avoir égard, il faudrait calculer 0,, 4, d'après les 
formules (2), en y regardant les quantités G, #, +, À qui y entrent 
comme des quantités variables données par les équations renfermées 
dans la formule (3). 


Calcul du mouvement de translation du centre de gravité. 


21. Nous avons déjà calculé les valeurs des coordonnées +, z du 
centre de gravité, en supposant que laxe du corps soit constamment 
dirigé suivant la tangente à la trajectoire; calculons ensuite la valeur 


de la dérivation y et les corrections à apporter aux valeurs de æ, z. 


Posons 


de — ds pa ay 
e SAA g EE sn pea 


nous aurons les trois équations 


| dÀ R R 


Hii =— TAT 5 (C— gt)s, 
dC R R 
(2) eae ACT En GAE, 
dB ER ec 
e di v sin 
On a 
c'——sin0 cos, 


ou à très-peu près 
eœ = siny sinu =v siny. 


Exprimons dans la troisième équation (x) les quantités autres que 
B en fonction de ż, et nous pourrons la mettre sous la forme 


N E A E E e ES 


nous ferons ensuite 


R E UN S Near 


38. 
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et nous pourrons calculer les coefficients Bo; Bi, ... d’après cette 
équation. Si le temps 4 est compté de l'instant du départ du projec- 


tile, on verra facilement que l'on a B, =o, B, —0, Ba =0, B, —o. 
` A à à dA dC 
On exprimera ensuite en fonction de 4 les parties de T a que 


l’on avait d'abord négligées, et, en les intégrant, on aura les correc- 
tions à apporter aux valeurs de A, C calculées précédemment. 


CALCUL DE LA RÉSISTANCE DE L'AIR SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION. 


22. Supposons d'abord un corps de révolution qui se meuve suivant 
son axe. Désignons par à l'angle de la normale avec le plan du paral- 
lèle; si nous représentons par / (¢) la résistance de l'air sur une surface 
plane égale à l'unité, qui se meut suivant la normale, on aura (n° 1) 
pour la résistance normale sur l'élément do 


f(vsin2)dc 


et pour ses deux composantes parallèle et perpendiculaire à l'axe 


flusinA)dosinà, f(vsinà)do cosà. 


Les secondes composantes se détruisent entre elles, et, pour calculer 
la résultante des premières, on remarquera que la surface engendrée 
par la rotation de l'arc ds du méridien autour de l'axe est 27y ds, et l’on 


en conclut pour la résistance 


ar [f(vsinA)sinAyds = anf f(v A) ydy, 


l'intégrale s'étendant aux valeurs de y qui correspondent à la partic 
antérieure du projectile. 


23. Supposons ensuite que l'axe du projectile fasse un angle avec la 
direction de la vitesse. Imaginons un cylindre circonserit à la surface 
du corps et parallèle à la direction de la vitesse; la courbe de contact 
partagera la surface en deux parties: l’une qui éprouve une résistance, 
ct l’autre qui n’en éprouve pas. 
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Soit Oz l’axe de révolution; par cet axe menons un plan parallèle 
à la vitesse que nous prendrons pour le plan des z, y. Soient d un 
élément de la surface, y langle de la normale extérieure à cet élément 
avec la vitesse et 7 l'angle de la vitesse avec la direction de l’axe 
de révolution. Nous aurons sur l'élément de la résistance normale 


f(v cosy)do, 


et si l’on désigne par À l'angle de la normale avec le plan des x, y et 
par ọ la longitude à partir du plan des z, y, on a pour les trois compo- 
santes suivant les axes des æ, y, z 


flvcosy)cosAsinods, fivcosy)cosAcosode, flvcosy)sin2de. 


Prenons pour ds l'élément de surface compris entre deux parallèles 
et deux méridiens infiniment voisins; soient p le rayon de courbure du 
méridien sur cet élément et y sa distance à l'axe : nous aurons 


do = ypdide. 


Les composantes suivant l’axe des æ des résistances sur deux élé- 
ments symétriques par rapport au plan des z, y se détruisent; les com- 
posantes suivant les axes des y et des z s'ajoutent pour ces mêmes élé- 
ments et donnent les expressions 


n —=2ypf(vcosy)cosAcoso dde, = 2ypf(vcosy)sinà di do. 
Il en résulte par rapport à laxe des x le moment élémentaire 
Ey coso — ns. 


Si donc nous désignons par Y, Z les composantes de la résistance to- 
tale et par I son moment nous aurons 


Y — 2 [freflv cosy)cosAcosodido, 
Z = 2 [ [ypf{(vcosy)sinAdàide, 
M= 2 J'frpf\vcosy)(rsinA — scosà)cosedAdo, 


les intégrales s'étendant aux valeurs de }, », qui se rapportent à la 
partie antérieure du corps, située d’un même côté du plan des z, y. 
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Quand l'angle y de la normale et de la vitesse est aigu, l'élément 
éprouve une résistanee; quand cet angle est obtus, l'élément n’en 
éprouve pas : donc la courbe qui sépare la partie de la surface qui subit 
une résistance de l’autre partie a pour équation 


cosy = o. 


Menons par un même point trois parallèles à laxe des z, à la nor- 
male sur l'élément dc et à la vitesse v, il en résultera un angle trièdre 
dont on déduira é 


cosy, = sin À COS/ + così sin j coso. 
Pour déterminer les points où la courbe de séparation rencontre 


le plan des z, y, faisons ọ =o ou z dans cette équation en même 
temps que cosy = o, et nous aurons 


tangj —=—tangÀ où ASF]: 
D'après cela, nous distinguerons la surface résistante en deux par- 
ties : 1° celle pour laquelle à est > j; pour cette partie, il faudra faire 
varier dans les intégrales doubles à de j à T etg dezéroàz; 2° celle pour 


laquelle À varie de — 7 à + j; pour cette partie de la surface, il faudra 
faire varier, dans les intégrales doubles, À depuis — jusqu’à +j et ọ 
depuis zéro jusqu’à la valeur de ọ = /, fournie par l'équation 


sinAcos + cosAsinj cos/—o ou cos! — — tangà 
. tangy 


Résistance de lair sur la surface d’un tronc de cône qui s'avance 
la petite base en avant. 


24. La latitude À de tous les points du tronc de cône est la même et 
égale à la moitié de l'angle au sommet du cône. 

Soient r, 7’ les rayons de la grande et de la petite base, et A la hau- 
teur; nous aurons 


k r-r h 
sin = m e Ed cosà = ine 9 
yht (r— r)? V+ (rr) 
(r—r')cosj + A sinj coso 
cosy SAVRSEN COSA ° 
V- (r=) i 
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Reprenons les deux formules relatives à la résistance sur deux élé- 
ments symétriques, par rapport au plan des yz, 


n=2f{vcosy)cosAcosoda, &=2f(v cosy)sinà doe. 


Comme À reste le même le long d’une génératrice, on a, en prenant 
: 8 

pour ds la partie de la surface latérale renfermée entre deux généra- 

trices infiniment voisines, 


do = $ (r 4- r') yie + (r — r} de. 


Remplaçons do par sa valeur dans n et &, puis faisons la somme de 
toutes ces composantes élémentaires; nous aurons 


Y= h(r+ rt) /f[f(v cosy) cosodo, 
Z={(r— 11) [f(v cosy) do, 


et il n’y a plus qu’à indiquer les limites de ces intégrales. 

Si j est < à, tous les points de la surface latérale du tronc de cône 
subiront une résistance, et il faudra intégrer par rapport à » de zéro 
à m. Si j est >À, la partie de la surface latérale qui subira une résis- 


tance aura sa longitude ọ comprise de zéro à  /, en posant 


0 


ODEA E NE 
tang; — htangj’ 


il faudra donc intégrer par rapport à ọ de zéro à L. 

Pour déterminer la résistance éprouvée par la petite base, remar- 
quons que la composante de la vitesse suivant la normale à cette sur- 
face est cosj ; on aura done, pour les composantes de cette résistance, 


V0 VA Tr AV COS): 


25. Cherchons le point où la résultante des résistances sur la sur- 
face latérale rencontre l’axe. 

Comme la résistance est uniforme tout le long de l'élément renfermé 
entre deux génératrices infiniment voisines, le point d’application de 
la résistance totale sur l'élément sera au centre de gravité F de cet élé- 
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ment, qu’on obtiendra en prenant sur la génératrice une longueur 


(r+ 2r') Xx AB 


A e E EX 
: 3(r+r) 


Elevons la normale FI ( fig. 6) à la surface, les résistances sur tous les 
éléments semblables rencontrent l'axe au point 1; donc il en sera de 


même de la résultante, et l’on trouve facilement 

(r+ 2r) h —2(1°— r?) 
HE EERTE TT 

Soit G le centre de gravité du tronc de cône, on a 


$ hr? + 3r + arr" 
GD = - NIUE. À 
4(r+re+ rr") 


on connait done GI, et l'on a, pour le moment de la résistance par rap- 
port à ce centre, 
IX G 

26. Supposons la fonction f(v) de la forme 

Bo + yo, 

nous aurons, pour les composantes de la résistance sur la surface 
latérale, 
(a) {Y=BwhA(r+7r) Scos y coso de + yeh (r r) Scos ycoso de, 
| Z = Be(r — r") [cos x dy + ye (1? — r) S costy do, 


en remplaçant dans ces expressions cos par sa valeur donnée au n°24. 
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Dans le cas où j est < à, les intégrales devront être prises depuis 
ọ =o jusqu’à ọ = zet l’on aura 
_ h(r+r!) 


Seat [+Bv?sin27 sin22 + 3yv°(sin’AcosA sinj cos’ y + tcos'Asin’j)], 


Z = TBo(r?— r’) (sin?à cos’ j + L£cos’Asin’j) 
+ ryv (1? — r'?)(sin?à cos’; + $ sinAcos’à cosy sin’ 7). 
On aura de plus, pour les composantes de la résistance sur la petite 


base, 
Y=o, Z=#7rr°{Bvcos; + yv cos’). 


Pour obtenir les composantes de la résistance sur la surface latérale 
d’un cylindre, il faudra faire, dans les expressions (a), } = o, r =r 
T 


et intégrer depuis ọ = o jusqu'à ọ =; : ce qui donnera 


Y = #Bv'hrsin?j + irywhrsin y, Z=0o. 


Résistance sur un projectile formé d'un cylindre surmonté d'un tronc 
de cône. 


27. Le cylindre et le tronc de cône ont le même axe, et le rayon du 
cylindre est égal à celui de la grande base du tronc de cône; désignons 
par H la hauteur du cylindre, Réunissons les résistances qui pro- 
viennent de la surface latérale du tronc, de sa base et de la surface 
latérale du cylindre, et nous obtiendrons, en supposant j < à, pour 
leurs composantes 


Y= As r')osin2àsinaj 


+ fe Yh(r+ r')e (sin?) cosà sinj cos’; + ; cos’ Asin° y) 


+ tBHresin?j +3 zyH rosin’ j, 
= TB ( r — r'?) v? (sin? Acos? j ne L cos Asin?j) 
+ry(rt— r”) (sin À cos? j + 2sin À cos'À cosj PS 


+ nr (Bocos j + yv'cos'j). 
39 
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Supposons que le projectile soit plein et homogène, et désignons 
par O son centre de gravité, on trouve facilement 


rh 
— (13 + 81? +orr!) 
2 12 


DO — 


YH i (r? rrr’) 


Décomposons la quantité Y en deux parties : l’une Y’ provenant des 
résistances qui ont lieu sur la surface du trone de cône, l'autre Y” 
provenant des résistances sur la surface du cylindre, nous aurons 


Y'=h(r-+r) í Bv sina j sin2À 
EF TEN A saait prial “hors 
+= h{r+ 1) yw (sin à cos sin cos’; + } cos’ A sin), 

Y” = $ BH ro sin’; + + ny H ro’sin’j, 


et nous obtiendrons pour le moment des résistances par rapport à une 
droite menée par le centre de gravité O, perpendiculairement au plan 


des z, y, 
MSY X OI — Y” X O6, 


G étant le centre de gravité du cylindre, ou 


2 


m= Yx OD + ID) —Y" x (Z =0D)); 
OD et ID étant deux longueurs constantes que nous avons calculées. 


Exemple de mouvement d'un projectile oblong. 


28. Supposons un projectile ayant la forme d’un cylindre surmonté. 
dun trone de cône de même base inférieure, et adoptons pour les 
rayons des bases, pour la hauteur du trone et pour celle du cylindre, 
les dimensions suivantes : 


a a e a Lia T: AS ER Eo, 


Prenons son poids égal à 28 kilogrammes. Quoique le projectile ait 
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une partie creuse, on supposera que les centres de gravité du tronc, 
du cylindre et du corps entier soient les mêmes que si lè projectile était 
plein et homogène. Pour calculer le moment d'inertie e autour de 
laxe du corps, il faudrait connaître la forme de la cavité intérieure; 
prenons © = 0,0090; enfin supposons le corps lancé suivant son axe 
avec une vitesse de 400 mètres sous une inclinaison de 6 degrés. Si le 
pas de l’hélice suivie dans la pièce par le projectile est de 4 mètres, la 
vitesse de rotation sera 


z 4oo = 628,31852. 


Pour déterminer le signe de cette rotation, nous remarquerons que, au 
n° 15, laxe Oy a été mené à droite du plan de tir pour un observateur 
situé suivant Oz et regardant Ox; le système d’axes Gæ,, y,, z, est su- 
perposable avec Ox, y, z. D’après cela, si l’on suppose que la rotation 
ait lieu de Oz vers Oy, ou de Gy, vers Gæ, la vitesse de rotation sera 


négative et l’on fera 
a = — 628,31852. 


Représentons la loi de la résistance sur l'élément do supposé normal 


à la vitesse par 
(Bi + yiv?) do, 


et, pour calculer f,, yı, admettons comme au n° 6, pour la résis- 
tance sur la surface d’une sphère de rayon r, la formule 


mr? ( p'o +y' o) avec p = 0,027, y= 0,0000621. 
En appliquant la formule du n° 22, on trouve aussi pour cette ré- 
sistance 
anri (EW q nie; 
E 
et, en égalant ces deux expressions, on obtient 
Bi=2f", y= 
La grandeur de la résistance est yZ” + Y*, en prenant pour Z, Y les 


expressions du n° 26; si l'on néglige les termes multipliés par j°, 
39 : 
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cette résistance se réduit à l'expression de Z, qui elle-même se réduit à 
[rB(r—r2) sin A+ rr8,]e + [ry (re — r )sirà + rry ]e, 


et, en la représentant par o° + ye’, on a 
B= npr — r” )sin?hà + rr” p, 
y = Ry [r3 — r”) sin + Try. 
Nous avons ensuite 


RER E9 
mE p= 0,18326, log sin = 1,63153; 


B = 0 ,00036870, 


sin?À = 
7 = 0 ,00000079548, 
log i = 7,44512. 


log É=4, n115, 


Calculons, d’après le n° 4, les coefficients des séries 


A—A;+Ait+Al+..., 

C=C + Cit + Cie +..., 

=n + nil + Ml +..., 

o=N +NN: t... 

ct nous avons 

log A, = 2, 590967, log C, = 1,62129, 
log n = 5,20412, - log N, = 2,60206, 
log — A, = 1 ‚58310, log — C, = 0,60472, 
log — n, = 4 , 49999; log — N, = 1 , 59690, 
log A, — 0,66382, log C: = 1,98081, 
log n, = 3,73291, log Na = 0,68160, 


log — À, = 1,78368, 
log — n, = 2,94027, 
log À, = 2,92342, 
log n, = 2, 14709, 
log — À, = 2,06923, 
log — n, = 1,34772, 
log A, = 3,22566, 
log n, = 0, 54728, 
log — A: = 4,38710, 


log — n; = ı , 74569, 


log — C; = 1,09527, 
log — N, = 1 , 78866, 
log C; = 2, 23376, 
log N; = 2,93344, 
log — C, = 3,38195, 
log — N, = 2,07838, 
log C: = 4 , 59263, 
log N, = 3, 23583, 
log — C, = 5,71978, 
log — N; = 4, 39831 . 
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On a ainsi 
A = 397,81 — 38,291 t + 4,61120 — 0,60768 4 + 0 ,083833 1‘ 
— 0,0117284 + 0,0016813 4 — 0,00024384 C +..., 


C= 41,811 — 4,025 t + 0,95678 t’ — 0,124531 + o,017130( 
— 0,0024096 t + 0,0003914 14° — 0,000052453 0, 


x = 397,81 t — 19,145 + 1,5371 — 0, 15192 t' + 0,016767 t 
-— 0,001954 lë + 0,0002402 l’ — 0 ,00003048 t°, 


z = Á1 ,811 t — 6,9166 ?’ + 0,31893? — 0,03113 {+ 0,003426 4 
— 0,000016 £ + 0,00005592 {1 — 0,000006557 t": 


29. Occupons-nous ensuite du mouvement de rotation. En négli- 
geant les termes multipliés par j°, on a (n° 27), en ayant égard au signe 


du moment, 
m E — yY x (OD + DI), 


(a) N Z h (r4 r')Bsin2à. v sinj + z h( r- r') ysin’ àÀcosà. ysin j. 


D'après les formules qui donnent DI, DO (n°° 25, 27), on a 
DI = 0,012677, DO = 0,066964, .log(OD + DI) = 2,90114, 
et en faisant comme au n° 16 | 
M=(ke+hw), L=lv+kw, 


il en résulte a E 
log — l= 5,75667, log — l= 7,02293. 


En remplaçant cosv par 1 dans les formules du mouvement de rota- 
tion, parce que v est très-pelit, on a (n° 19) 


dy L y dE _ L ds 
dd eo VA Eu dr’ 
dy! TL dx í 
dt Eco” dt 
Posons 
L, AGE 
So V7 Co A 


nous aurons A 
logf = 5,00423, logk — 8,27049, 
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el comme on à 


dæ 


=N ENIAN CH o Sn En 10 t 


il en résulte 
TX 
— = P, + Pe + Pe .., 


en posant 


Pi ( fNo + kne) Ass P, = (fN kns) A, + (FN: + kn) Ass 
P= (fN + kns) A+ (fN + kni) A + (fN: + kn) As etc. 
On a de même 


L dz Hondaa ; 
es (Ju = Mgr Re, ê 
en posant 


R= (fN, +kn.) Co, R= (fN, + kn); C+ (fN > kn) C, 
R: = ( fN, + kns) CG + (fN, + kn) C + + (fNi+ kn)C, etc. 


On calculera d’abord les quantités 


log( fN. kn) = 3,84645, log( fN. + kn) = 6,54182, 
log (— FN, — kn) = ġ,99505, log (— fN: — lens) = 7,72925, 
log( fN:+ kn) = %&,17403, log( JN. kns) = 8,91966, 
log (— FN; — kn) = 5,35128, log (— fN: — kn) = 8, 11032, 


et l’on aura ensuite 


logP, =0,44612, 
log — P, 


logP, = 3,61518, 
log — P, = 4 ,84887, 
= 4 ,07632, 


= 1,82097, 
logP;0 = sé 11 267, logP, 


= A, + Art +... 


log — P, = 2,37062, 


R= 0320300; 
R, = — 0,069597, 
R;— 0,0169487, 
R, = — 0,00335997, 


log — P, = 5,29912; 


R,— 0,00062218, 
R, = — 0,000110359, 
R= 0,0000194481, 


R; = — 0,00000332032. 
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Calculons d’après cela les coefficients des deux séries 
v= vyu LH u lH ult... Y= Ye a A D iae AT aae A Aar 


nous ayons 


= = et Bag LE Un T, 
CON A siny, ‘ Sin? sin’ y, Ë Sin} 
= ME LES Sue _Cotyo_ CE L . 
(GE 3 sin’ z) RERNI 
LA 4 ° NS Aa ° “ Ye 
y étant très-petit, le coefficient de ¿° peut être réduit à — TU 


l’on peut faire une semblable remarque sur les coefficients suivants. 
D'après le n° 20, on obtient 


DU) = mp; Coty — Rz yı =P iv; 
AU P,coty, — R;, 5y—=Piu,+ Pr, 
Herr AO Er 6y = Pius + Piu, + Piv, 


ore tire y: NH. dh 
Gu, = P, sin?y, P, Sin: + P;cot}, Ri 


Par,ces formules, on trouve ces logarithmes, dont nous aurons besoin 
plus loin, 


log — v, = 3,04477, log — v, = 5, 20330, 
logu, = 4,34850, . logis = 5,65123, 
logu, = 4,60150, log — v, = 5, 16360; 


log — ve = 4,31834, 
et nous avons les deux séries 
u = — 0,001 1086 /° + 0,0002231 {+ 0 ,000399491* — 0,000208131* 
— 0,00001597 t’ +- 0 0000447951" — 0,0000145741°+..., 


y = 84° — 0,000774 15 t‘ ~+- 0,00027 145t* + 0,0001374 t° — 0,0001 12094? 
+ 0,00001690 {+ 0 ,0000112274°— 0,0000066204 +... 


30. Calculons la dérivation d’après la formule du n° 21, en y 
faisant c’= v sin, ; elle devient 


dB R R e 
di TR E ES 0 
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On compte l'angle e en aMant de la direction dela vitesse vers la 
direction opposée à la résistance (n° 15); désignons par f langle de 
cette dernière direction avec le plan des +,, y,, nous aurons 


tang6 — cotj À 
tange = — 2" — lang z 
erT Ta lang cotj” OCT 


et, en négligeant j?, nous obtenons 


__Zsinj —Y 
ange y 


Négligeant donc les termes multipliés par j dans Z et ceux qui sont 
multipliés par j* dans Y, on a 


Z=ßve+ y, Y=(Ge+G, o)sinj, 


B, y ayant les valeurs données au n° 28 et G, G,, d’après la formule (a) 
du n° 29, ayant pour logarithmes 
logG—4,85553, logG,=6,12179. 


Il-en résulte 


Changeons la forme de cette expression, en posant 


G + G vo kai kiv 
— By OE 


et calculons #Æ_,, #, par interpolation; pour cela, faisons dans cette 
équation # = 400, v = 350 et nous aurons 


k= — 25,924, kı =— 0,74988. 
Ainsi l’on a 


(b) e= sinj kad ht, 


et l'équation en B devient 


dB 
FT =— me + 5 (#2 + f,v)osiny 
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En posant 


REPY pene 


v+? dE (Ne NC NSP.) À (mem + ml +...) 


ANRT F 
=—$8,—St—S,2—..., 
on a ; 
S, = — 0 096257, S; = — 0 ,000050184, 
S,— 0,0139184, S, =  0,0000077536, 
S, = — 0,0021292, S. = — 0,000001 20497. 
S,— 0,00032228, 


On aura ensuite 


E e n M EE r S 


es 
X (ls + ka No + ka N, t + ko Ni t+. . .) sinyo 
=F, 4 F t 4R”... 


avec 
F, =— 2874,0, F, =— 4,46455, 
F,— 699,33, F,— o,76745, 
F, — — 139,032, F. = — 0,12999: 


Kj=—1#725;20%; 


puis on posera 


E (ka ho)usiny= (P+F tR.) aP ut4 ..) 
=L IE PE LES L E RTT 


avec 
D= 3,r662, L, — 0,81849, 
Li—— 1,41642, L;=— 0, 14454. 
L, = — 0,8379, 


Reste à résoudre l'équation 


R (SSP +S 0+...)B+L 04 Docs 
en posant 
Bin B0+ S 


4o 
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on a r 
4R =L, 5B, =S,B; +L; 6B=S,B, +SB +L, ... 


et en calculant, on obtient 


B, = 1,0621, B,= 0,11780, 
B: =— 0 ;30373, B, = — ò,01959. 


B; = — 0,1300, 
On a donc enfin 


i = B = 1 ,0621 i'— 0,30373 t’ — 0 ,13091° + 0,11780 0 — 0,019591, 


y = 0,2124 t — 0 ,050621°— 0,0187 Ü +- 0,01472 l'— 0,00218 2°, 


31. Calculons ensuite les corrections de A, C, æ, z. On a 


EA E dz 
vsinj =c"——c—"; 


dt dt? 
or on à 
c” = cosh = cosy, c= sinĝ siny = siny cosv, 


et, comme v est très-pètit, il en résulte 
(e) v sin j = cos} dea sin} de 
RE 7 dt EAT, 


formule qui permettrait de calculer 7. D’après le n° 21, on a pour les 


s dA dC 
corrections de TRE 


R 3 Rai 
DO ENT rer 


ou, d’après l'expression (b) de £, 


N(C—gllusiny, —MAvsin], 


en posant 


w= (Ep Zo) tthe, 
Le be Y 
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Remplaçons 3% par une quantité constante, en y faisant ¢ = 350; 


nous aurons à 
log — J — 4 ,52612. 


D’après la formule (c), on a . 


v sinj = (A cosy — Cisiny) P- (A; cosy — C;siny)4+... 
= 0,46952 € — 0,06033 1° — 0 ,008273 1‘ — 0,0011705 — 0,00021352 1^. 


On en conclut 


Correction de i = 0,0065928: — 0,0013343: — 0 ,00001327 1‘ 


— 0,000022252 L +..., 
d 


> dC 
Correction de ED AS 0,062751 — 0,0020218 — 0 ,0010565 4: 
— 0,000047581 +... ; 


par suite 


Correction de A = o ,0021976 1? — 0,0003336 — o,000002654 {* 
— 0,000003709 +.. ., 


Correction de C = — 0,02092 {— 0,0005055 1‘ — o ,00021134* 
— 0,00000793 (', 
Correction de z=—  0,0005494 {! — 0 ,0000667 i — o ,000000442 4° 


— 0,000000529 t, 


Correction de z = — o 00523‘ — 0,000101 1 Į — 0,0000352 ° 
s — 0,00000113 0. 


On doit remarquer que A, C, æ, z, sont donnés (n° 28) par des sé- 
ries assez convergentes; on pourrait, par exemple, les employer jusqu'à 
t = 3 secondes et, par un calcul semblable, on pourrait obtenir les dé- 
veloppements de ces mêmes quantités depuis le commencement de la 
quatrième seconde jusqu’au point où le projectile revient au niveau du 
point de départ. Mais les séries qui donnent y, v, ‘y sont beaucoup 
moins convergentes; celles que nous avons trouvées (n° 29) pour v, y 
ne doivent pas être employées au delà de z = 1 seconde. En posant 
t=1+1et partant des valeurs de A, C, n, N, v, y pour ¿= r1, 


A = 363,598, C= 38,6132, n= 133034, N = 364,736, 
u = — 0,0006799 = — 2'20”, y= 84"— 0,00045678 = 83°58'16”, 
40. 
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on pourra développer v, par rapport aux puissances de z’ et ces déve- 
loppements pourront être employés pendant la durée de la deuxième 
seconde; il sera ainsi possible de calculer successivement les valeurs 
de v, 7. 
On voit que les calculs que j'obtiens pour le mouvement d’un pro- 
_jectile oblong, sont fort compliqués; mais la solution précédente est, 
je crois, la seule rigoureuse qui ait été donnée jusqu’à présent. 
Dans la théorie des n°* 15-21, j'ai laissé arbitraire la loi de la ré- 
sistance de lair; dans l'application j'ai supposé que la résistance de 
lair sur un projectile sphérique ou oblong ne résulte que de pressions 
normales et, d’après la résistance qui a lieu sur un projectile sphérique, 
j'en ai conclu celle qui s'exerce sur le corps que j'ai examiné. Mais, 
comme l'hypothèse dont je suis parti n’est pas exacte, l'application pré- 
cédente n’a été donnée que pour mieux faire comprendre comment 
mes formules peuvent être employées. y 


Remarque sur la théorie précédente. 


32. On doit observer que le problème du mouvement d’un projectile 
de révolution se décompose en plusieurs autres : 1° il exige la détermi- 
nation par l'expérience de la résistance de lair sur une surface plane qui 
se meut dans ce milieu ; cette question difficile n’est pas encore résolue; 
2° il exige la détermination géométrique, d’après cette loi, de la résis- 
tance de l’air sur le projectile donné dont l’axe de révolution fait un 
angle j avec la direction du mouvement; cette résistance est située dans 
le plan mené par l'axe du corps et une parallèle à la vitesse; on aura à 
déterminer en fonction de la vitesse et de 7 la grandeur de la résis- 
tance, sa direction dans ce plan et son moment par rapport au centre 
de gravité; 3° on aura ensuite à résoudre les équations diflérentielles 
des mouvements de translation et derotation (n° 19 et 21). 


FIN. 
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